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L Kapitel.

Einleitung.
Die von H. v. Helmholtz1) abgeleitete und von M. v. Smo-

luchowski2) verbesserte Formel _

(1) x
gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen der Elektrophorese-
geschwindigkeit U und dem elektrokinetischen oder ^-Potential3) an.
Unter ^-Potential verstehen wir den Potentialsprung im beweglichen
Teile der Doppelschicht. D und 77 sind die Dielektrizitätskonstante und
die Viskosität des Dispersionsmittels, X ist die Feldstärke.

Spater haben verschiedene Forscher Verbesserungen der Formel (1)
vorgeschlagen. Doch ist das Problem, den richtigen Zusammenhang
zwischen E. G. (Elektrophoresegeschwindigkeit) und Ladung oder
Potential eines kolloiden Teilchens abzuleiten, noch immer nicht als ge-
lost zu betrachten. Und doch wäre es sehr wichtig, eine gute Elektro-
phoreseformel zur Verfugung zu haben, da die Messung der E. G. ver-
hältnismäßig einfach ist und sehr allgemein angewandt werden kann
und da wir gern aus der E G. Schlußfolgerungen auf die Doppelschicht
ziehen mochten.

Nach Debye und Huckel4) muß der Faktoi 4 im Nenner von
Formel (1) durch eine andere Konstante, die von der Gestalt des Teilchens

') H. v. Heimholte, Ann. Physik 7, 337 (1879).
2) M. v. Smoluchowski, Z. physik. Chem. 92, 1S9 (1918).
3) Be?uglich Bedeutung der verwendeten Symbole siehe S. 316 ff
*) P.Debyc u E Hückcl, Physik Z. 25, 49 (1924).
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abhangt, ersetzt werden. Hückel5) findet, daß diese Konstante bei
Kugelgestalt den Wert 6 hat, so daß er zu Formel (2) kommt:

Henry 6) ist es 1931 gelungen, eine Überbrückung zwischen den
Formeln (1) und (2) zu bewerkstelligen. Er nahm Rücksicht auf die Defor-
mieiung des angelegten Feldes infolge der LeitfahigkeitsdifTerenZ von
Teilchen und Flüssigkeit und konnte daduich auf theoretischem Wege
aufzeigen, daß die Formel von Helmhokz-Smoluchowski (1) gilt,
wenn die Dicke der Doppelschicht im Verhältnis zu den Ausmaßen des
kolloiden Teilchens klein 1st und wenn das Teilchen den elektrischen
Strom nicht leitet. Die Formel von Hückel gilt allgemein für eine Kugel,
die dieselbe Leitfähigkeit hat wie die Flüssigkeit. Wenn die Dicke der
Doppelschicht viel großer ist aïs dei Kugelradius, dann gilt die Formel
von Hückel unabhängig von der Leitfähigkeit. Unter „Dicke der
Doppelschicht" wird bei diesen Betrachtungen die Größe

verstanden.

Fig. 1. Kräfte an der Kugel.
kj_ = Kraft, die das Feld auf die Kugelladung ausübt.
k2= Reibung nach Stokes.
k3 = elektrophoretische Bremsung.

Beim Berechnen der Elektrophoreseformeln haben sowohl v. Smo-
luchowski und Hückel als auch Henry drei von den Kräften, die auf
ein Teilchen wirken, berücksichtigt. Diese drei Kiafte sind:

kj, die von dem angelegten Felde auf die Ladung des Teilchens
ausgeübte Kraft,

5) E. Hückel, Physik. Z. 25, 2CU (1924).
6) D. C. Henry, Proc Roy. Soc. [London] 133, 106 (1931).
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k2, die rein hydrodynamische Reibungskraft, die das Teilchen bei
seiner Bewegung durch die Flüssigkeit erfährt, und

k3, die sogenannte elektrophoretische Bremsung.

Letztere entsteht dadurch, daß unter dem Einfluß des angelegten
Feldes die Gegenionen sich in entgegengesetzter Richtung bewegen als
das Teilchen. Bei Ihrer Bewegung schleppen sie die sie umiingende
Flüssigkeit mit; diese Flüssigkeitsbewegung zieht ihrerseits wieder das
Teilchen mit und verringert so die Elektrophoresegeschwindigkeit.

Begnügen wir uns vorläufig mit einem kugelförmigen Teilchen,
das einschließlich des eventuelllen festsitzenden Wassermantels einejl
Radius a und eine Ladung + ns besitzt, dann ist

und nach Hückel')

Wenn das Teilchen sich bei der Elektrophorese mît konstanter Ge-
schwindigkeit bewegt, muß die Gesamtkraft, die darauf ausgeübt wird,
gleich Null sein, also

k2 -f k3 = 0

(2)

oder D£aX =
, U D£

oder ^ — £—
X OJTÏ]

Der Unterschied zwischen den Resultaten der Berechnungen von
v. Smoluchowski, Hückel undHenry beruht nur auf Unterschieden
im Werte der elektrophoretischen Bremsung k3. Es ist wohl auch ein-
zusehen, warum die Formel von Hückel (2), die für eine dicke Doppel-
schicht gilt, noch einer Korrektur bedarf, wenn die Dicke der Doppel-
schicht dem Radius der Kugel ahnlich wird oder kleiner als dieser. k3 ist
von Hückel in der Annahme abgeleitet, daß in der ganzen Doppel-
schicht die Feldstarke des angelegten Feldes gleich X gesetzt werden
datf. Da das Teilchen jedoch eine andere Leitfähigkeit besitzt als die
Flüssigkeit, wird das Feld in der Umgebung des Teilchens deformiert
werden. Diese Deformierung hat keinen Einfluß auf kj und k2; auch
auf k3 hat sie praktisch keinen Einfluß, wenn k3 großenteils aus Kom-
ponenten aufgebaut ist, die in großem Abstände vom Teilchen ent-
standen sind, da die Deformierung sich nur über einen Abstand erstreckt,

7) Bezüglich einer einfachen Ableitung von k3 sei verwiesen auf Rutgers, Physi-
sche Scheikunde (Groningen 1939), 357, und A. J. Rutgers u. J. T. G. Ovcrbcek,
Z. physik. Chcm., Abt. A 177, 33 (1936).
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dei ^ on dei selben Größenordnung ist wie der Radius des Teilchens. Ist
die Doppelschicht jedoch dünn, dann wird k3 allerdings beeinflußt. Die
Betrachtung der Fig. 2, in welcher der Verlauf der elektüschen Strom-
linien daigestellt ist, kann uns diesen Einfluß veranschaulichen. Die

Nach Huckel
b

Isolator
Fig. 2.

c
Leitet

Stiomlmien biegen rund um ein isolierendes Teilchen aus; in ein leiten-
des Teilchen werden sie hineingezogen. Vor und hinter dem isolierenden
Teilchen ist die Stromliniendichte minimal. In der ursprünglichen Rich-
tung ist das Feld hier gleich Null gewoiden. Wahrend also nach Hucke!
auf ein Ion aus.der Doppelschicht, das sich vor oder hinter dem Teilchen
befindet, eine Kiaft e1 X ausgeübt wird, die wieder großenteils als Brem-
sung an das Teilchen weitergegeben wird, liefern gerade diese Ionen,
wenn wir das Kiaftlinienbild von Fig. 2b berücksichtigen, keinen Bei-
tiag zur Biemsung. Daß die Ionen an den Seiten bei 2 b eine größere
Kraft eifahren als bei 2a und daher eine stärkere Bremsung bewirken
als nach Hucke], kann ersteren Effekt nur zum Teil kompensieren, so
daß sich hier im ganzen eine geringere Bremsung ergibt, als der Be-
lechnung nach Huckel entspräche. Umgekehrt wird ein leitendes Teil-
chen, vor und hinter welchem die Kraftliniendichte im Gegenteil ver-
großeit ist, eine stärkere Biemsung erfahren müssen und daher eine
kleinere E. G. aufweisen Aus der Analyse von Henry8), die als Zu-
sammenfassung und Ei Weiterung der alteren Elektiophoreseformeln
bctiachtet weiden kann, eigibt sich, daß- die E G. einer Kugel bestimmt
\xîrd durch „

U _ r .
~ ^a>

\i oiin fj. das Verhältnis der Leitfähigkeiten von Kugel und Flüssigkeit
daisteilt. Fig. 3 gibt eine graphische Darstellung von f (#a • fj£) für drei
\X7erte von /,«; nämlich: das Teilchen leitet viel besser (fj, — co), gleich
gut (jj, =• 1) bzw. viel schlechter (/j, = 0) als die Flüssigkeit.

Um eine Vorstellung von dem Einfluß der Gestalt der Teilchen zu
erlangen, hat Henry auch die E. G eines Zylinders, dessen Achse scnk-

8) D C Henry, loc cit.
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iccht zum Felde steht, und eines solchen mit zum Felde paralleler Achse
beiechnet. Für einen zum Felde parallelen Zylinder gilt unabhängig von
der Dicke der Doppelschicht die Formel von v. Smoluchowski:

Wenn der Zylinder
senkrecht zum Felde gerich-
tet und die Doppelschicht
dünn ist, dann gilt für ein
isolierendes Teilchen (jj, = 0)
auch die Foimel von v. S mo-
luchowski, wahrend die
Geschwindigkeit halb so
groß wird, wenn (j, = l,
und verschwindet, wenn
* = co.

100 1000
Fig 3. f (xa, u) aus ̂  = ~ f («a, (t).

Nun ist jedoch bei den Berechnungen von v. Smoluchowski und
Huckel und auch bei denen von Henry avsdrücklich angenommen,
daß bei der Elektrophorese die ursprunglich vorhandene Symmetrie
in der Doppelschicht nicht gestört wird. Aus der Theorie von D ebye und
Huckel für die Leitfähigkeit starker Elektrolyte ist aber bekannt, daß
die lonenatmosphâre (Doppelschicht) gar wohl deformiert wird und
daß diese Deformierung eine Bremskiaft auf das betrachtete Ion (Teil-
chen) ausübt, die von derselben Größenordnung ist wie die elektro-
phoretische Bremsung, also wie unser k3. Das Teilchen (Ion) bewegt
sich ja durch seine Doppelschicht hindurch, und diese Doppelschicht
muß daher hinter dem Teilchen abgebrochen und vor dem Teilchen
wieder aufgebaut werden. Hierzu ist eine zwar kurze aber doch endliche
Zeit, die Relaxationszeit, erforderlich. Die Doppelschicht wird dahe

FeldricMung

- 0 -
m Ruhe Jn Bewegung
Fig. 4. Biemsung durch die Relaxationskraft k4.
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cm wenig hintei dem Teilchen zurückbleiben und, da Teilchen und
Doppelschicht entgegengesetzte Ladung haben, eine nach rückwärts
yiehende Kraft ausüben, \xie Fig. 4 veranschaulicht. Diese Kraft wollen
wir k4 nennen.

Man witd also in dci Elektrophoiesegleichung auch auf diese
Rel a:\ati ons ki aft (k4) Rücksicht nehmen müssen. Daß dies bisher für
Kolloide nicht oder kaum geschehen ist, dafür ist der Giund mehr in
den gioßen Schwieligkeiten dei Berechnung des Relaxationseffekts zu
suchen als in dei Überzeugung, daß dieser nur wenig Einfluß hätte.

1st doch nach dei Theorie von Debye und Hückel

(3)

wahrend Onsagei9), der die Betrachtungen von Debye und Hückel
in diesem Punkte verbessert hat, berechnet, daß

<3a)

Hieiin ist e die Ladung des betrachteten Ions (Teilchens), el die
Ladung eines Gegenions, und f(q) und g(q) sind Funktionen der Valenzen
und Beweglichkeiten der Ionen. Für einwertige Ionen mit gleichen Be-
weglichkeiten ist f (q) = l und g (q) = 0,59. Indem wir Formel (3) bzw. (3 a)
unmittelbar auf kolloide Teilchen anwenden, können wir einen BegiifF
von der Gioßenordnung des RelaxationsefFekts erlangen. Hierzu be-
lechnen wir das Verhältnis von k4 zu klt wobei für s} der Weit ns ~ Da£
eingesetzt wild. Wenn z die Valenz der Gegenionen darstellt, finden wir
auf Grund von (3a)10)

(4) 6kT-~

Hierin ist £ in Millivolt, a in cm und c in Mol/l auszudrücken.
Nehmen wir beispielsweise einmal für z, a, £ und c niedrige Weite an,
wie z = l, a = 10~6 cm, 'Ç =- 25 mV, c = ICM-n, dann ist k4/kj bereits
Vao> wählend wii bei etwas hoheien Werten von Konzentiation, Potential
und Teilchenradius Koiiekturen von vielen Dutzend Prozenten er-
warten müssen.

Wollen wir daher jemals in die Lage kommen, aus Messungen der
E. G. Schlüsse auf die Doppelschicht ziehen zu können, dann wird es

s) L. Onsagcr, Physik. 7.. 38, 277 (1927).
10) Aus Formel (3) uurden sich für den Kelaxationscflckt noch größere Weite er-

geben ah aus (3a).
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vor allem nötig sein, in der Elektrophoreseformel auch auf den Relaxa-
tionseffekt Rucksicht zu nehmen.

" Paine hat die Formeln von Debye und Hückel für den Rekxa-
tionserTekt unmittelbar bei Kolloiden angewandt. Da bei der Ableitung
dieser Formeln angenommen wird, daß die Ausmaße des Ions (Teilchens)
kleine sind im Vergleich zur Dicke der Doppelschicht, dürfen die Formeln
auch nur in diesem Falle angewandt werden, mît anderen Worten: wenn
«a höchstens Vio beträgt11).

Etliche andere Forscher, von denen wir Mooney, Bikerman,
Komagata und Hermans12) nennen, haben sich mit dem Relaxations-
effekt beschäftigt, ohne dabei jedoch zu einer definitiven Formulierung
zu kommen, die eine allgemeine Berücksichtigung des Relaxations-
effekts ermöglichte. Man kann sagen, daß die Betrachtungen von Paine
nur dann bedeutungsvoll sind, wenn die Ausmaße des Teilchens im
Vergleich zur Dicke der Doppelschicht gering sind, während sich die
Berechnungen von Mooney, Bikerman und Hermans gerade auf
das andere Extrem sehr dünner Doppelschicht (z. B. «a > 25) beziehen13).
Es ist eine unglückliche Fügung, daß bei Kolloiden weitaus in den
meisten Fällen 1/w < #a < 25 ist und daß wir also gerade in dem Ge-
biet, das uns am meisten interessiert, den Relaxationseffekt nicht mathe-
matisch berücksichtigen können.

In Fig. 5 sind die Gültigkeitsgebiete der Näherungsformeln von
Hermans und Paine (Debye-Hückel) mit ausgezogenen Linien an-
gegeben, mit gestrichelten Linien das Gebiet der Kolloide, das also,
wie wir sehen, betreffs Relaxationseffekt fast zur Gänze Terra incognita ist.

In vorliegender Arbeit wird eine Berechnung des Relaxationseffekts
gegeben, die für kugelförmige Teilchen mit beliebigem xa gilt und wo-
bei die verschiedenen Faktoren, die bei der Deformierung der Doppel-
schicht eine Rolle spielen, möglichst gut berücksichtigt werden. Bezüglich
des Potentials ist die Rechnung nur in erster Annäherung ausgeführt,
also in derselben Annäherung wie einerseits die Formeln von Paine,
Debye und Hückel, anderseits die von Hermans.

Für kleine «a (also für kleinen Teilchentadius) und symmetrische
Elektrolyte gibt unseie Betrachtung wieder die alten Formeln von

n) Zur näheren Begründung dieser Grenze siehe IV. Kapitel, S. 318.
"} M. Mooney, J. phjsic. Chcm. 35, 331 (1931); J. J. Bikerman, Z. physifc.

Chem., Abt. A 171, 209 (1934); S. Komagata, Res. elcctrotcchn. Lab. [Tokyo] 1935,
Nr. 387; J. J. Hcimans, Philos. Mag. J. Sei. 26 [7], 650 (1938).

13) Komagata hat sich bemüht, den Rela\ationscflckt für beliebige Werte von xa
in Rechnung zu stellen. Gegen die Ausführung seiner Rechnung sind aber eine Anzahl
ernster Einwände zu cihcbcn, die sein Ergebnis ziemlich wertlos machen.
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Dcbye und Huckel. Für unsymmetrische Elektrolyte schließt sich
xmseie Berechnung mehr der von Onsager an, bis auf die Tatsache,
daß wii zum Unterschied von ihm nicht mit der Biownschen Bewegung

eiechnet haben.

Teilchen radius

1Q*7n ektrolyt)

Füi große x& kommen wir zu einer anderen Formulierung als Her-
mans , weil wit in andciei und unserer Meinung nach besserer Weise
die Randbedingungen des Pioblems ins Auge gefaßt haben und dadurch,
daß wir mit der \Vechselwirkung zwischen elektiophoretischer Bremsung
und Relaxâtionseffekt geiechnet haben, was gerade bei großen fia wichtig
ist [Vgl. IV. Kapitel, S. 315.]

Es lohnt vielleicht die Mühe, an dieser Stelle eine Übeisicht über
die Bedingungen zu geben, unter welchen den Veifassein zufolge die
vei schiedenen Elektrophoreseformeln gültig sind.

Tabelle I.

Huckel l

Deb>e u. Huckel \'

Vorliegende Arbeit . . .

Relaxa-
tions-
effekt

nicht
berück-
sichtigt

Gestalt des
Teilchens

klein i Kugel

beliebig " Kugel

Lcitfahig- '
keit des ' ̂ -Potential
Teilchens

[ 0 beliebig

— klein
j — ' klein

i 0 klein
! 0 klein
| 0— (00) ' klein
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wollen jetzt im folgenden Kapitel die Prämissen und den Ge-
dankengang unserer Berechnung angeben. Im III. Kapitel und in An-
hang l werden dann die Rechnungen eingehender ausgearbeitet, während
das IV. Kapitel die Schlußfolgerungen aus den Rechnungen enthält.
Im V. und VI. Kapitel -werden einige nah verwandte Gegenstände be-
sprochen.

II. Kapitel.
Grundlagen der Berechnung. ,

Zwecks Berechnung der E. G. gehen wir von den folgenden Prä-
missen aus:

1. Das kolloide Teilchen ist im strengen Sinne eine Kugel, die,
eventuell einschließlich der festhaftenden Wasserschicht, einen
Halbmesser a aufweist. Wo im folgenden über „die Kugel" ge-
sprochen wird, soll immer Kugel plus festhaftende Wasserschicht
gemeint sein. *

2. Über die Kugeloberflâche ist eine Ladung -f ne gleichmäßig ver-
teilt14).

3. Die Gegenladung — n e umgibt die Kugel in einer Gouyschen
Atmosphäre.

4. In der gesamten Doppelschicht besitzen die dielektrische Kon-,
stante D und die Viskosität j? denselben Weit wie in der Flüssig-
keit in großem Abstand von der Kugel.

5. Gegenseitige Beeinflussung der Kolloidteilchen wird vernachlässigt.

Gegen Prämisse 4 sind allerdings einige Einwände zu erheben. Es
wäre jedoch voreilig, andere Werte für D und r) in der Doppelschicht
in Rechnung zu stellen, solange die Lösung des Ptoblems noch nicht
mit konstanten D und 77 bekannt ist.

Wir betrachten eine positiv geladene Kugel in einer Lösung eines
z+—z_-wertigen Elektrolyts (Konzentration n+- bzw. n_-Ionen je cm3).
Unter dem Einfluß eines elektrischen Feldes bewegt sich die Kugel mit
konstanter Geschwindigkeit U nach rechts. Hierbei wird also gänzlich
von der Brownschen Bewegung des Zentralteilchens abgesehen, was in
dem Maße mehr eilaubt ist, in welchem das Teilchen großer ist. Schon
bei der lonenbewegung bewirkt die Rücksichtnahme auf die Brownsche
Bewegung des Zentralions nur eine verhältnismäßig kleine Korrektur,
so daß wir sie hier, wo es sich um die soviel größeren Kolloidteilchen,
handelt, in erster Instanz getrost vernachlässigen können. Die elektiische

u) Die für ein negativ geladenes Teilchen gültigen Resultate können ganz einfach
durch Wahl des entgegengesetzten Vori-cichcns erhalten werden.
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Feldstarke in großem Abstand von der Kugel sei X. Wir wählen ein
Kootdinatensystem, das mit der Kugel fest veibunden ist, oder, was auf
dasselbe hinausläuft, wir weisen der ganzen Flüssigkeitsmenge eine
Extrageschwindigkeit U nach links zu, wodurch die Kugel gerade zum
Stillstand kommt.

Wir können nun unser Problem in zwei Teile zerlegen. Erst muß
untersucht werden, wie sich die lonenverteüung um die Kugel unter
Einfluß des elektrischen Feldes, der Flüssigkeitsbewegung und der
Diffusion einstellt. Des weiteren müssen wir untersuchen, welche Kräfte
vom elektrischen Felde, der deformierten Ladungswolke und der Flüssig-
keitsbewegung auf die Kugel ausgeübt werden. Aus der Forderung,
daß die Summe dieser Kräfte im stationären Zustand Null sein muß,
ergäbt sich dann ein Wert für die Elektrophoresegeschwindigkeit.

A. Die lonenverteüung.
Nachdem das elektrische Feld angelegt ist, stellt sich in sehr kurzer

Zeit ein stationärer Zustand ein, bei welchem sich das Teilchen mit
konstanter Geschwindigkeit nach der Kathode begibt. Die Ionen ver-
lagern sich dabei relativ zum Teilchen, aber in jedem Raumteil15) bleibt
die Zahl der positiven und negativen Ionen im Durchschnitt konstant16).
Je Zeiteinheit müssen also durchschnittlich ebenso viele Ionen einen
solchen Raumteil verlassen, wie hineingekommen sind. Wir werden da-
her ausrechnen, wieviel Ionen je Zeiteinheit ein Oberflächenelement do>
passieren, und hieiauf die Summe der lonenströme durch alle Ober-
flächcnelemente, die den Raumteil begrenzen, gleich Null setzen.

Das Potential der Doppelschicht in Ruhe wird W genannt, das
Potential bei Elektrophorese *f -f- 0, wobei also in 0 das angelegte Feld
und die Deformierung der Doppelschicht zusammengefaßt sind. Die
Geschwindigkeit, die ein Ion unter Einfluß dieser Kraft eilangt, ist dann

Z_E

bzw. + — gra<1 (Ï7 + <P). £_j_ und j>_ sind

die Reibungskoeffizienten der -|~ und —Ionen und geben die Kraft an,
die notig ist, einem Ion die Geschwindigkeit l cm/sec2 zu erhalten.
Auch die Flüssigkeitsbewegung schleppt die Ionen mit, so daß jedes
Ion die Geschwindigkeit des Flüssigkeitselements erhält, in dem es
sich befindet. Diese Geschwindigkeit nennen wir u. Dann werden,
durch das Flächenstückchen d<y n^ u • dco positive und n_ u • dtu negative
Ionen je Sekunde ttansportiert.

J5) Relativ snim Teilchen gerechnet.
1G) Durchschnitt eines so großen Zeitraums, daß wir von den Schwankungen in-

folge \Varmcbcwegung nichts mehr bemerken.

gleich — grad (W -f
P 4.
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Schließlich bewegen sich die Ionen infolge der Dinusionsneigung
(Brownsche Bewegung) von Stellen höherer Konzentration nach solchen
niedrigerer. Nach dem Gesetz von Fick17) laufen durch die Fläche dco
je Zeiteinheit — D_j_grad n+ • do> positive und — D_ grad n_* do> negative
Ionen. Die Diffusionskoeffizienten D+ und D_ sind nach einem Theorem

k T Je T •*
von Einstein18) gleich D+ =—und D_ = —. Indem wir diese

tr+ tf—

diversen Komponenten summieren, finden wir für den Transport von
-f- bzw. Ionen durch ein Flächenstückchen d«

(5)
t+dft) = —

r
t_do) =

n z s
grad

kT j 11— — grad n_j_+ n+u dco

grad n_+ n_u dco.

Wir müssen nun für die verschiedenen Flächen do>, von denen ein
Volumelement begrenzt wird, die Bedingung stellen, daß Zt+ao) = 0
und Zt_dco = 0. Dies ist erfüllt, wenn div t — 0, also wenn

(6)

0 = div T— °^-^ grad
L (?_(.

t n z s
+ ~^n grad

++ n+ul 'und
_ -!

VT ~]
— — - grad n_~f- n_u .

Dies sind also die Grundgleichungen der lonenbewegungen. Sie
können noch einigermaßen umgeformt werden, indem man die lonen-
konzentrationen n+ und n_ zerlegt in Konzentrationen v+ und i»__, wie
sie im Ruhezustand herrschen, und in die Änderungen Q+ und ff_, die
bei der Bewegung entstehen:
fj\ rt ,. \ _ j- „ m .t T ff

\ ƒ * £ . * £ . ! - ] - _— — —— ^

Für (6) schreiben wir dann19):

{R*\ L £± £±
t-0 ) - * , „ vr vr_ C-fZ+8 , _ kT T Kl ,_]—^_=_gradÇ/ Srad v+ — -grad CT+et e± x e±
Im Hinblick darauf, daß im Ruhezustand sowohl 0, u als auch
gleich Null sind, gilt für die Doppelschicht in Ruhe:

(8)

e±
- grad 0

0=div|_^F^^
kT

W grad v
9±

») Vgl. z.B. K. JelHnck, Lehrbuch der phjsik. Chemie II (Stuttgart 1928), 609.
1S) Vgl. z. B. K-JelHnck, Lehrbuch der phystk. Chemie V (Stuttgart 1937), 57.
19) Wir werden im folgenden öfters die Gleichungen für beide lonenarten in einer

Formel zusammenfassen, wobei das obere Zeichen für die Kationen und das untere für
die Anionen gilt.
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(S) ist erfüllt, wenn

(9)20) r, = *H-o
—o

Hieraus folgt also, daß im Ruhezustand die lonenkonzenti ationen
durch eine Boltzmann-Verteilung bestimmt sind21).

Außer den „Ruhcteimen", deten Summe gleich Null ist, enthalt (6a)
noch Terme, die zu <&, a± oder u propoitional sind, also proportional
dei Feldstarke X, und Terme, die paarweise Produkte der 0, er+ und u
enthalten. Diese letzteren Terme, die also dem Quadrat der Feldstarke
propoitional sind, ddifen vernachlässigt werden, solange die E. G. dem
Felde proportional ist. (6a) geht dann über in

/-i f\\ r\ T" i —T— ''~l~ *£*$*£ i jrf* ~-»— tf-l- 2 4-£ i ÏÏY & •*(1U) U = div =p -=-^- grad 0 =p ~ -• grad y

Die Potentialverteilung und die lonenkonzentrationen müssen nicht
nur (6) und die hieraus abgeleiteten Beziehungen (9) und (10) erfüllen,
sondern auch das Gesetz von Poisson22), das eine Veibindung zwischen
dem Potential und der Ladungsdichte Q herstellt. In unserem Falle ist
die Ladungsdichte

P 1—-^ H i-î .£ "—* H_—2^_£* r*

Also muß nach Poisson23) gelten:

4t ,
(H)

Im Ruhezustand gilt

(12) <--- D

Indem wir (11) und (12) voneinandei subtrahieren, rinden wir dann
einen Zusammenhang zwischen 0, <r+ und <r_.

A-,

(13)

Gleichung (12) und die beïdenGleichungen (9) bilden dreiDiffeiential-
gleichungen, aus welchen die drei Großen W, v ^ und v_ als Funktionen.

20) J'
sinc^ die lonenkonzentrationen in großem Abstand vom Teilchen,.

21) Eigentlich \\ ird gerade durch die Möglichkeit der Ableitung der Boltzmann-
Vcrtcüung (9) aus der kinetischen Bc/iehiing (8) das auf S. 297 erwähnte Theorem

kT
von Einstein D+ = — - bewiesen.

— "±

«) Siehe 7. B. A. Haas, Hinführung in die theoretische Physik I (Leipzig 1930), 176.
ï3) d ist der Operator von Laplace, der in kartesischcn Koordinaten gleich ist

dem Ausdruck ,2 ,2
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des Ortes bestimmt werden können, falls genügend Randbedingungen
zur Bestimmung der Konstanten, die in den Losungen der Differential-
gleichungen auftreten, vorhanden sind. Ebenso können aus (13), den
beiden Beziehungen (10) und der Beziehung

(14) A®, = 0

(*p -f0l = Potential innerhalb der Kugel) die vier Großen G+, o_,
0 und 0t bestimmt werden24).

Die Große A0 aus (13) ist für unsere Betrachtungen sehr wichtig,
da der Relaxationseffekt gerade darauf beruht, daß in der Doppelschicht
die Extraladungsdichte (die A0 proportional ist) nicht überall gleich
Null ist.

Die Randbedingungen für die Beziehungen (9) und (12) sind:

1. In großem Abstand von der Kugel nähert sich W dem Wert Null;
v, und v _ nahern sich den Werten v^_0 und » _„, den Gleichgewichts-
konzentrationen.

2. An der Grenze von Kugel und Flüssigkeit ist das Potential
W = £. (Eventuell kann an dessen Stelle eine Angabe, betreffend die
Ladung der Kugel, treten.)

Die Randbedingungen für die Beziehungen (10), (13) und (14)
sind:

1. und 2. In großem Abstand von der Kugel nahern sich <s, und <?„
dem Wert Null.

3. In gtoßem Abstand von der Kugel ist die Feldstäike gleich X.
4. Die Feldstarkekomponenten parallel zur Grenze Kugel—Flüssig-

keit sind einander an beiden Seiten der Grenzfläche gleich.
5. \Venn die zur Gienzfläche senkrechten Feldstärkekomponenten

E und EA genannt weiden xind die Ladungsdichte der Kugelober-

flache a = J£»), gilt

DE = D.E, + 4ssa.

6. Das Potential darf inneihalb der Kugel nicht unendlich werden.
7. und 8. Im stationären Zustand dürfen sich weder Ionen noch

andere Blektiizitatsrâger an der Grenze von Kugel und Flüssigkeit an-
häufen. Fut eine isolierende Kugel bedeutet dies, daß die radialen Kom-

24) Der Weit von u, der vorlaufig auch noch unbekannt ist, wird anlaßlich der
bydiodynamischen Betrachtung bestimmt werden (vgl. S. 300 ff.).

25) DicExtraladungsdichteimBe-ftcgungszustancl kommt in dieser Randbedingung
nicht vor, da sie nicht als Oberflachenladung, sondern als Raumladung betrachtet wird
und bcicits zur Gänze in die Berechnung des Potcntialverlaufs außerhalb dec Kugel
mit cinhczogcn ist.
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ponenten der Vektoren t , und r_ aus Gleichung 5 am Rande der Kugel
beide Null sein müssen. Bei einer leitenden Kugel muß t ,Zr,e—t_jz_e
gleich der elektrischen Stromdichte innerhalb der Kugel sein. Über-
dies muß in diesem Falle noch etwas über den Entladungsmechanis-
mus an der Grenzfläche gegeben sein, z. B. daß die Elektrizitätsüber-
tragung von der Flüssigkeit nach der Kugel durch Entladung einer der
beiden lonenarten geschieht. Wegen näherer Einzelheiten wird auf das
V. Kapitel verwiesen.

Im ganzen haben \vir also acht Randbedingungen, was gerade aus-
reicht, die acht Konstanten, die beim Auflösen der vier Differential-
gleichungen zweiter Oidnung (10), (13) und (14) auftreten, zu berechnen.

Und hiermit ist dann das ganze Problem der lonenkonzentrationen
piinzipiell umrissen, so daß wir uns jetzt der hydrodynamischen Seite
des Problems zuwenden können.

B. Die F l ü s s i g k e i t s b e w e g u n g und die auf die Kugel
' w i r k e n d e n Kräf te .

Unsere Behandlung der Flüssigkeitsbewegung und der von dieser
Bewegung auf die Kugel ausgeübten Kraft schließt völlig an die Berech-
nungen des Elektrophoreseeffekts von Hückel5) und von Henry6) an.
Ohne große Mühe sind diese Betrachtungen so sehr zu verallgemeinern,
daß sie nicht nur das ursprünglich angelegte Feld (Hückel) und die
Deformierung des Feldes infolge des Leîtfahigkeitsunterschiedes zwischen
Kugel und Flüssigkeit (Henry) berücksichtigen, sondern überdies auch
die unter A besprochene Deformierung des Feldes infolge des Relaxa-
tionseffekts (Wechselwirkung zwischen RelaxatîonsefFekt und elektro-
phoretischcr Bremsung).t

Wir gehen hierbei von den beiden folgenden hydrodynamischen
Gleichungen aus26) :

(10 a) r\ rot lot u -f- grad p -j- Q grad (0 -f Ï7) = — s -;-

(lob) divu = 0.

Gleichung (15a) sagt aus, daß die Summe aller Kräfte, die auf ein
Volumelement der Flüssigkeit wirken, gleich ist dem Produkt aus der

Masse dieses Flüssigkeitselements (s) und seiner Beschleunigung 1-=-],

Gleichung (I5b) besagt, daß die Flüssigkeitsmenge, die je Zeiteinheit
in ein Volumelement einströmt, der Menge gleich ist, die daraus aus-
strömt, mit anderen Worten, daß die Flüssigkeit als nicht zusammen-
drückbar angesehen wird.

i6) Siehe z. B. L. Hopf, Handbuch der Pbjsik VII (Bcilin 1927), 91.
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Das rechte Glied in (15a) darf vernachlässigt werden, da wir es
mît einem stationären Zustand zu tun haben und da die auftretenden
Geschwindigkeiten genügend klein sind. Das rechte Glied, das für
die Beschleunigung eines Flüssigkeitselementes gilt, kann auch so
geschrieben werden, daß es die Geschwindigkeitsänderung in einem
bestimmten Punkte (Volumelement) beschreibt. Es lautet dann"

_ s j^ _j_ u grad u). Der erste Term U-) wird Null, wenn der Zustand

stationär ist, und der zweite (u grad u) ist dem Quadrat der Feldstärke
proportional und darf daher vernachlässigt werden. j

(I5a) ist eine Zusammenfassung dreier Gleichungen, deren jede
für eine der drei Komponenten des Vektors

du - • .
r} rot rot u + grad p -f Q grad (0 -j- îf) = — s dt

gilt. Dies sind drei Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. Hierzu
tritt eine Differentialgleichung erster Ordnung, nämlich drv u = 0. Im
ganzen entstehen also beim Auflösen von (15a, b) sieben Integrations-
konstanten., so daß hier zu ihrer Bestimmung auch sieben Randbedin-
gungen erforderlich sind. Dies sind:

t. In großem Abstand von der Kugel ist die Flüssigkeitsgeschwin-
digkeit in der x-Richtung gleich — U.

2. und 3. In großem Abstand von der Kugel sind die Flüssigkeits-
geschwindigkeiten in der y- und z-Richtung gleich Null.

4., 5. und 6. An der Grenze von Kugel und Flüssigkeit ist die Flüssig-
keitsgeschwindigkeit gleich Null.

7. In großem Abstand von der Kugel ist der hydrostatische Druck p
eine Konstante.

Zusammen mit den acht auf S. 299 genannten Randbedingungen
setzen diese Bedingungen uns völlig in den Staad, das System der Diffe-
rentialgleichungen (10), (13) , (14), (15a) und (15b) zu lösen.

Aus der Große des Druckes und der Flüssigkeitsgeschwindigkeit
in der Nähe der Grenze Kugel—Flüssigkeit kann dann die Kraft be-
rechnet werden, welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt.

Die auf die Kugel wirkende elektrische Kraft ist gleich der Summe
der Kräfte, die das angelegte Feld und die deformierte Doppelschicht
auf die Ladung der Kugel ausüben
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Indem wir die Summe aller auf die Kugel wirkenden Kräfte gleich Null

setzen, finden wir die gesuchre Beziehung für -^, da die hydrodynamische

Kraft proportional U und die elektrische proportional X ist.

ÎII. Kapitel. • :
Ausführung der Berechnung.

Es erweist sich nun die Möglichkeit, die Bewegungsgleichungen
(löa) und (lob) so zu integrieren, daß ein expliziter Zusammenhang
— nämlich Beziehung (48) — der. Geschwindigkeit U mit dem Felde 0
um das Teilchen angeschrieben werden kann. Durch Integration der

feldrkhtung

Fig.6. Kugelkooïdinaten. . :' • . .'; '"."•. : ; " ' " _ ,

Gleichungen (10), (13) und (14) kann dann.0 als Funktion der Koordi-
naten bestimmt werden. Diese Integration. haben wir jedoch nur für
kleine £-Werte ausgeführt. Schließlich kann durch Substitution dieser
Lösung von 0 in (48) ein expliziter Zusammenhang zwischen der E. G.
und dem '^-Potential gefunden werden. In diesem Kapitel wird die Inte-,
gration der .Gleichungen (15a, b) behandelt, während die sehr lang-
wierige Integration von (10), (13) und (14) im Anhang zu finden ist.

Wir werden hierbei die Kugelkoordinaten r, •& und <p verwenden,
wobei der Kugelmittelpunkt den Koordinatenursprung bildet und die'..
Richtung .# = 0 mit der Richtung des elektrischen Feldes und dem

.Flüssigkeitsstrom in großem Abstand von der Kugel zusammenfällt

(vgi.Fig.6).:' . '>' • . . . - ;/v . ' . , ---:_;. • " ; " ' . ; . - • • ' . • . . - • ' / " ; • •'.";/ - •:
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Auf S. 301 ist motiviert, daß in (15a) s • -.— gleich Null gesetzt

werden darf. Wir gehen also aus von , > '

(15a) TI rot rot u + grad p -|- Q grad (0 + !P) = 0 .."' :

(15b) " ' divu=0. V.v"" : / , : - V ;r

Für Q kann nach Poisson geschrieben werden: : ; . T \ .;"'•-. ; •-'

- ' , r. • '- ,-' ' - ' " - / ' , •

;// Funktionen allem von r. Für 0, das im Unend-
;;' • .!;,. -,'-,:/--. -.: '.-."•'., :- ;- ." ."" • . . - ' - • ' • ' • . • : /•-••:-:'-- .. 'V •.;';.

0 =-• — Xr cos ̂ s--::-':''^:-V;:-v^-"v'v:.:- -.'-,;'
" " "

Hierin sind Î? und
liehen "die Form
(17') "•"" " • -

. ' .' .' ' • •

'hat, setzen wir . :

(i?)" ;' V". • • • " .
worin R eine Funktion allein von r ist; ; v ,': • . - : r-; .: 7 ;, V' ; - ; ; ' •

Unter Verwendung von (16) kann für o grad (0 ~f- ÎP) geschrieben.
werden: • *."•.- -.' .'-; -•" .-; V-./-.' • • • 1 ' " - . . : - .' ./ •;.-' '•.. --. • ; _ , v.: • .- ' .- . :-•. :..-.-'• ,;.• .-••": ;'-.-/-' .;,"'"- "'' '.•'

(18) g grad (0 + !P) = jo«, grad 0 + ̂  'g^d^ 4- e^grad^ -h g^radSV

Hierin darf g^ grad 0 vernachlässigt werden, da dieser Term dem Qua-
drat der Feldstärke X proportional ist. j : ' • . v : '- ..-', . .• :- . ' - : ; • : -

Nun kann p in ein Stück zerlegt werden, das nur von r abhängt,
und in ein Stück pXJ das sowohl von r als auch von $ abhängt, indem
man set2t:, , ; . :V: ' ; ' , . , ' • '!•. - ; " " " " . : • :.'„-• •-'•' '•:. .:; ,.". •'.-•' '. /.--'-:'-',',•-- , :i::."-">'V'/.."*

.
Dann geht (15 a) über in "_•

(20) ^ rot rot u + grad o,,, grad ?' + g;// grad0 = 0.

Aus (20) kann u eliminiert werden, indem man die Operation dïv an
wendet. Da div rot — 0 und div grad .= A ist, finden wir dann ;

(21) .^pj^-diV

. — 0^0 — (grad ̂ -g

: - - - - / y j / / j ; - " ; ' • - , . - • • ; " • " • • • ' . ' • './ ' . ' - ' • —(grad er//-grad0).:. •;-;•;. . , ; ; ;• ' :•; . v .

Beachten wir hierbei, daß das ganze Problem symmetrisch zur Richtung
•& ~ 0 ist und daher "• -'.•';-.'•••- ', - " . - • ' •: ;
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(22)
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1 a f s inaUi«

/ j j ,m gp<" d^ J / J j AN de/' £#(grad ?(;> • grad 4») = fe- • ~d~ und (giad ?Y,. gxad $) = -—. -^,

und set/en \ûr fur o<;, und ^^ die \X'eite aus Beziehung (IG) ein, dann

r2 ' r dr

2 d R
f dr

*?+«!„*!.
dr dr dr '+ dr U=2

Die Losung dieser Diffetentialgleichung kann in der Form geschrieben

veiden:
(24)

-v. orin P! eine Funktion allein von r ist. Dann wird.

-T— sr- sin ̂

und daher muß gelten:
d«Pt , 2 d»j _ 2P,
- • -

•sln

\ dr3

2 1̂
V dr

M
j'

2 dR
r dr

d'R 4 dR __ 4
d? + 7dT •
2R\ d^ dR d

dr + d"t d'r

Die Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich als27)
r r

(26) P, = cxr + g + r ƒ> ƒ t'f, (r) dr dr.
(ft 03

Fui große r muß p1} also auch Pj sich dem Weit Null nahern und daher
Cj Null sein Auf den\X'ert von c2 kommen wir später (auf S. 307) zurück.
Jeder beliebige Weit \on c2 ei füllt (21) Muß jedoch auch (20) erfüllt
werden (und darum handelt es sich), dann wnd c2 durch u mitbestimmt.

Die Form r r

(27) /^rJlJr^OOdrdr
OO «O

kann eine noch einfacheie Gestalt erhalten, indem man für fx(r) den
Wert aus (25) einsetzt, die Integrationen durchführt und beachtet, daß

, ,rr l d f 2 d^\^J^—-^-,- r2 j - l-
r- d f \ dr /

27) I^uglich der Gestalt der partiellen Losung siehe 7 B E Madelung, Die
iTiathematischcn Hilfsmittel des Physikers (Berlin 1936), ISOfF.
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Wir erhalten dann

du
d7

- /V^-^^dr
•J \* dr t*) dr Ür'

Die vollständige Losung für den Druck p finden wir dann, indem wir
(19), (24), (26), (27) und (28) kombinieren zu

(29)

DX cos •» rca

4^ U3 d7 dr r« dr

Um jetzt auch die Geschwindigkeitsverteilung zu bestimmen, wenden
wir die Operation rot auf Gleichung (20) an, wobei p eliminiert wird»
da rot grad gleich Null ist.

(30) î/ rot rot rot u -f rot (^ grad W + Q.ti grad 0) = 0.

Der Ausdruck für rot u in Kugelkooidinaten lautet:

rotr u =

(31) rot,? u ~ —

r sin 91

l

fö(uysia.9)

i ^ g u r a
sin O" 3cp c? r

cqi

Aus Sjmmetriebetrachtungen ergibt sich, daß u gleich Null ist und u
nicht von <p abhangt, weshalb rot u keine r- und keine ^-Komponente
aufweist.

Wir setzen nun:

(32) w — rot,p u = -

w ist ein Vektor, dei nur eine «^-Komponente besitzt, rot w hat eine x-
und eine ^-Komponente, die nicht von <p abhangen, aber keine ^-Kom-
ponente; rot lot w wiederum besitzt nur eine (p-Komponente, nämlich

l a r lrot(n rot w = — ,
-f

, .(w sin

Auch rot (Q(I) grad Ïf -f g!j/giad0) ist ein Vektor ausschließlich, mit
einer ^-Komponente Diese ist

iot /- j »r , A a*iot, (p</> grad ̂  + p „ giad 0) = -

Gleichung (30) geht also jetzt über in

ar i a , „01 i_ -- (w sin ^) =[$m & d& ^ 'J J r dr dr e»
20
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Oder nach Einsetzen von Q,J„ Q t. und <P auf Giund von (16), (17) und (22) :

dr f

Die Losung von (33') hat die Gestalt

(34) DXsinff

D S sin»

w W,

\\ obei W eine Funktion allein von r ist. Wird w nach (34) in (33') sub-
stituieit, dann eigibt sich, daß W die Differentialgleichung

/a-\ dnv L 2 d\V 2W R d ,„, l /d"R , 2 dR 2R\d?P r , .
(30) ä?+ r di—? = 7d7^ -7(d?+ï dr ~ TTJdT = f» W

erfüllen muß, deien Losung gegeben ist durch

(36) W + 2 + r / l / r > f a ( r ) a r d r .

c3 und c4 sind die — votläufig — nicht naher bestimmten Integrations-

konstanten. Wir definieren nun £ wie folgt:

A / % f R E < *= r ƒ -; / r 3 -A-/ 1-4̂  [ rWr -Jr dr T-dr
, ,drdr.

Diese Funktion spielt in unseren Berechnungen ganz dieselbe Rolle
wie die gleichnamige Funktion bei Heniy Indem wir die Beziehung

J S7 = - —- f r 2 -, -] veiwenden und die Integrationen ausführen, können
*2dt \ dr} ö *

v, u £ auf die Form bringen:

Mit der vollständigen Losung für w

..... DXsInO-/ . >
(38) w«8-ls;r-^r + ;

ist nunmehr also rot u aus (32) und (38), divu aus (lob) bekannt,
wahrend aus Symmetriebetrachtungen folgt.,, daß u = 0.

Nun müssen daher noch ur und u-, isoliert werden aus

(39)
- =
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Die Losung dieser Gleichungen kann folgendermaßen geschrieben
werden :

ur = Rx cos & und u^ *= R2 sin ̂ ,

wobei R! und R2 reine Funktionen von r sind. Nachdem dies in den
Beziehungen (39) substituiert ist, erhellt, daß Ra und R2 folgende Diffe-
rentialgleichungen erfüllen müssen:

(40) a)

_ _ _

r dr r2

Aus (40b) ergibt sich, daß

„ c .

dRi^pX 1.
dr ~~ 2^n r

Durch Substitution dieses Wertes von Rt in (40a) finden wir für R2

Nach Durchführung der Integrationen können wir nunmehr ur und u
so schreiben:

DX
' lO^jj

DXc^
Sxn r

DX

DX

'6-T7J

DX

Bis auf die Bestimmung der Konstanten c2 bis ce in den Beziehungen (29)
und (41) stehen Druck und Geschwindigkeitsveiteilung nunmehr voll-
kommen fest. Hierbei greifen wii erst auf unsere Behauptung auf S. 304
7uiuck, daß c2 auch durch u bestimmt ist. p und u müssen ja (I5a)
ei füllen. Der beim Ausarbeiten von giad p entstehende Term

, / DXcosO-CjAgiad -. ^0 \ 4 n r2/

muß also durch einen Teim derselben Struktur in t] rot rot u kompen-
siert weiden, angesichts der Tatsache, daß g grad (0 + *F) keinen Term

enthalt, der gradf--2 l proportional waie. r) rot rot u ist ein Vektor mit

20*
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i- und ^-Komponente, für den wir mit Hilfe von (81), (32) und (38)

finden:
DXcos*/ . c4 g\

r{ iotrrot u = t] iotrw = --- g— ^c3 + ^ + - J

DXsin&
,; rot., rot u = n rot,tw = ;i

c l d
-- ̂0 42c3- -f --

Auch «rad (-_DX,--?C^ ist ein Vektor mit r- und ^-Komponente.
» \ 4» r~/

DX cos #• C \ DX cos O- Ca
"

/ DX cos * Ca\ _ DXsinj; %
grad., ^ ^— - r;j — 4Ä i>'

Oftenbai muß bei jeder Komponente von (15a) die Summe der c2- und
c4-Terme gleich Null sein, was erfüllt ist, wenn

(42a) c2 = ct.

Die Randbedingungen fin die Flussigkeitsgeschwindigkeit und das

Potential *sînd
für r~>co ur = — Ucos$ und ua — Usin^, S7 = 0; -

für r = a ur = 0 und u^ = 0, W = 3V

Die Bedingungen für r -> co> eingesetzt in (41), lehren uns, daß

(42 b) c3 = 0 und cß = — U.

Mit den Bedingungen für r — a finden wir aus (41)-

J',, 6
|dr --

,und

Mit diesen Weiten dei Konstanten ca bis c0 wird die vollständige Losung
für den Diuck und die Geschwindigkeit
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DX

0.

Um nun die Kiaft zu berechnen, die der durch (43) definierte Flüssig-
keitsstrom auf die Kugel ausübt, muß pax, der Druck auf einen Punkt
det Kugelobei flache in der Richtung •& — 0, über die ganze Oberfläche
integriert werden. Hierbei ist /

(44) Pax .- pat cos sin & ~=- p + 27?

US . l^r
a ---- --- £' -

sinadt r r

Die auf die Kugel wirkende Kraft (die also identisch ist mit den Kräften
k2 ~f- k3 im L Kapite) S. 289] ergibt sich nun als:

k2 + k3
r= ƒ pax 2?ra2 sin 0

Indem wir (43) und (44) anwenden, finden \vir nach langwieriger,
einfacher Rechnung

2DXa«1k = —
DXä2

-„— .H

Duich Substitution, von ^ und £ aus (28) und (37') wird dies

/t~\(40) . 1-J- k3 = —
DXa /dï' dR\

1 3 3
Veigleichen wir nun Formel (45) mit dem Werte, den wir auf S. 289
für k2 und k3 angegeben haben, dann sehen wir auf der rechten Seite
von Formel (45) der Reihe nach

1. die Stokessche Reibung (wie früher),
2. und 3, zusammen bilden die apf S. 289 als elektrophoretische

Biemsung definierte Kraft k3.

Die gesamte auf die Kugel wirkende elektrische Kiaft ist die
Summe der Kräfte kL und k4, die von dem angelegten Felde (X) bzw.
dei Extialadungs dichte (g ) auf die Kugel ausgeübt werden.

cos sin & • rd-9- • dr.
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lîieùn ist nach (16)

.
4*

2 dR

Ï dr

Eine einfache Integration lehrt uns dann, daß

fn-\ 1 , 1 ntX/dR , 2R\
V4 l>/ K1 T~ »M — ~Q -v- H l•* * o \di a/r,=a

Um noch die Gesamtladung der Kugel, ne, inlF und a auszudrücken, be-
nutzen wir die Tatsache, daß diese Ladung der Gesamtladung der
Doppelschicht entgegengesetzt gleich ist. Also:

% s
ƒ o i 4îrD / l d / dS'V

a

(47) ne = -

Die Summe aller auf die Kugel wirkenden Kräfte muß Null sein, also
ki + k4 +* k2 4- k3 = 0. Aus (45), (46) und (47) folgt dann, daß28)

oder

(48 a)

(48b)

4-DXa Adr

a
DX f*
GJHJ /

"30

a r

~ ten.) \ r d r " ~ " ./ \rä dr""^j d

2S) Das Wegfallen von kt 4- ^i gegen den zweiten Term ks -j- ks (vgl. 45) ist kein
Zufall, sondern hat wesentliche Bedeutung, da der diesbezügliche Teil von kg+ k3

geiade -\ on den Kräften hervorgerufen wird, die an der Ladung in der Flüssigkeit an-
greifen, und da diese Ladung dei KugeUadung entgegengesetzt gleich ist, 6

29) Man kann an dieser Stelle auch bequem aufzeigen, wie die Schlußformel aus-
gesehen hatte, wenn keine Rücksicht auf die Wechselwirkung zwischen Relaxation und
Elektrophorese genommen worden wäre. 3n diesem Falle wäre k3 -H k3 unter der An-

nahme berechnet, daß R = r-f 5- ,̂ worin ). = 2~+~ü* -^ann ""̂ "̂
a

k3 -i- k3 = _ 6 *ïiaU -f DXaS (^~\ + DXa ƒ £dr,
09

/ a1

u orm auch | berechnet u ird, als ob R = r + j-j. Die Kraft kt -f- k4 bleibt unverändert

/ a*
•worin R = r4- 27» + ^(r)-

Indem wir ̂  4- k4 4- k2 4- k3 gleich Null setzen, finden wir nach einigen Um-
formungen
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Diese Formel gilt also sehr allgemein für die Elektrophoresegeschwindig-
keit einer Kugel. Wir brauchten weder über die Gestalt des W noch über
die des R (also des äußeren Feldes) besondere Annahmen zu machen.
Die Formel von Henry und demzufolge die Foimeln von Hückel und
Smoluchowski sind als Spezialfalle aus (48b) abzuleiten, indem man
für R. die passende Funktion einsetzt.

Unter Anwendung des Ausdruckes (48) können ur und u^. aus (43)
noch etwas kurzer ausgedrückt werden:

(49 a)
DX cos 9

r r

{ƒ*"-?ƒ*'}

(49b)
DX sin fr

Es wäre nun möglich, mit Hilfe der Beziehungen (48) und (49) zahlen-
mäßige Losungen der Differentialgleichungen (10), (13) und (14) festzu-
stellen. Dies böte den Vorteil, auch bei größeren £ -Werten zu verlaßlichen
Ergebnissen zuführen. Da derartige zahlenmäßige Ausrechnungen jedoch
sehr umständlich sind, haben wit es vorgezogen, die Gleichungen (10),
(13)und(14)naherungsweisefürkleinet-Werte(e^/kT<l,d.h.C<25mV)
zu lösen und die hierbei gefundene Beziehung für R in 48 zu substitu-
ieren. Betreffs dieser Beziehung verweisen wir auf den Anhang. Dabei
finden wir dann eine E. G.- Formel der folgenden Form:

**z -l- z * \ ez_ 4- z_ ) g4

In dieser Beziehung, die als eine Reihenentwicklung nach steigenden

Potenzen von (l*,) zu betrachten ist, sind ein Term (%_-- z+)2 (j£,) 2 g (fia)
V *t i ƒ \ it X /

und alle Beitrage, die den dritten und höheren Potenzen von —, propor-
1C X

tional sind, vernachlässigt.

r a j dr a

worin f denselben Weit hat wie in (48a). Die Große des Unterschiedes zwischen dieser
Formel und (48a) ist nicht leicht ab?uschat7cn, wenn auch leicht zu sehen ist, daß sie
nicht identisch sind. Vgl. jedoch IV. Kapitel, S. 315.
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Die Terme z+z_ g3 (*a) und (z^ ~ z+z_ -f zj>) |) g* («a)

können also nur m jenen Fallen sinngemäß angewandt werden, in.
welchen ZT = z_, da sie sonst von derselben Ordnung sind wie der ver-

nachlässigte Term (z_— z_)2(^L) g (#a). Die Elektrophoreseformel (50)\K i y
ist also für symmetiische Elektrolyte bis zur dritten Näherung genau,
\vahrend für unsymmetrische Elektrolyte Terme der dritten Näherung
vernachlässigt sind.

\\"ir zerlegen deshalb die Elektrophoreseformel in eine Formeï (50a),
gültig für symmetiische Elektrolyte, und eine Formel (50b), die für un-
symmetrische Elektrol>te gilt30).

(50a) symmetrischer Elektrolyt:

_«±±£:5!£r* i

(öOb) unsymmetrischer Elektrolyt:

Die Funktionen fa(^a) bis fjfca) sind im Anhang zur Ganze ausgearbei-
tet. Im folgenden Kapitel werden wir jedoch stets die numerischen Werte
von Tabelle 2 und Fig. 7 verwenden31).

ÏV. Kapi te l .

Die Eleklrophoresegeschwïndigfceit nichtleitender Teilchen.

Im vorigen Kapitel wurde abgeleitet, daß die Elektrophoi eseformel
für eine nichtleitende Kugel in einer Lösung eines symmetrischen bzw.
unsymmetrischen Elektrolyts in folgende Gleichungen zusammengefaßt
werden kann:

30) In der Formel für uns> mmctrischc Elcktiolyte ist trotz dem Umstand, daß Bei-

träge proportional z + s_ (0)*, (z** — z + z _ + z _ ä ) (li)2 und (z_ — z+)a g|)2 ver-
2 + C'j. -f- z—<f— Dk'f /('""X?

nachlässigt sind, der Torrn -T^ — jC^T\~ 6^77 (ïî) *4 tya) "^^t weggelassen, da

dieser Term, der den Einfluß des Fïüssigkeitsstromcs auf die loncnvertcilung beschreibt,
bei kleinen v.z die anderen übertrifft (Anschluß an die Theorie von Onsager), und da
hierin wenigstens ?um Ausdruck kommt, daß bei unsymmetrischen Elektrolyten außer

dem Term, der (z- — Z

tional /— \2, auftritt.
\kf/

31) Siehe Kapitel IV, S. 315 ti. 316.

-l proportional ist, ein negativer Korrekturtctm, propor-
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(50 a) symmetrischer Elektrolyt:

2 B
(50 b) unsymmetrischer Elektrolyt:

Die Funktion ist identisch mit f («a) von Henry32) und beschreibt

semeinsam mit t aus dem Faktor ^— den Einfluß der elektrophoreti-
0 GlfT} f

sehen Bremsung.

Der Relaxationseffekt äußert sich in den Korrekturtermen fa(îïa)
bis £4(«a).

f2(î<a) und fs(xa) spiegeln den Einfluß des elektrischen Feldes auf
die lonenverteilung und entspringen letzten Endes den Termen

_=L-±_grad</> und ± ± grad y aus (10), wahrend f4 den Einfluß des
e± e±

Flüssigkeitsstromes beschreibt [uv+ aus (10)]. Der Einfluß der Diffusion
1 T1

- grad ce, ist in jedem der Terme £, bis f, zum Teil verarbeitet.
0±

 & ± ' 2 4

f2, f~3 und f4 sind für jedes «a positiv, die Korrekturterme f3und f4

geben also stets zu Herabsetzung der E. G. Veranlassung; das Vor-

zeichen des Korrekturterms (z_— z, ) ~ f2 (^a) jedoch hängt vom Vor-
rC 1.

zeichen von (z_ — z+) ab. £ wird positiv verabredet. Ist die Valenz des
Gegenions großer als die des mit dem Teilchen gleichgeladenen Ions, -
dann veranlaßt dieser "Term eine Herabsetzung, im entgegengesetzten
Fall eine Erhöhung der E, G.

Vor allem wollen wir nun Formel (50) für sehr kleine und sehr
große jia spezialisieren. Für sehr kleine xz. konvergieren {f j (#a) — l j
und f3(«;a) schneller gegen Null als die anderen Tenne (wie x2a2 gegen-
über y.a), so daß dann übrigbleibt

(50aj) symmetrischer Elektrolyt:

-
X

(50bj) unsymmetrischer Elektrolyt:
e J «a

X

3) D. C. Henry, Ptoc. Roy. Soc. [London], Set. A 133, 106 (1931).
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z+t£+und t, = r;- substituiert wird,

!J-

Wenn in diesen Be/iehungen
gehen sie über in

U D£ f j Z^Q-*- Z—Q+ + 2+ p—

X 67TJJ \ ZT t (Z+ — Z-) Q+ GîTlJtVkT/ 6

welche Formel mit denen, die Debye und Hückel und Onsager für
die lonenlaufgesclrsundigkeit abgeleitet haben, völlig vergleichbar ist33).

Im zweiten Extremfalle der großen xa gehen (50a) und (50b)
über Jn

(50an) symmetiischer Elektrolyt:
U DJ i . . l 9
X 6»i

l-^1-l , g

/t£
\kT 2xa

g ++e- DkT /j|\ 2
2«

(oObn) unsymmetrischer Elektrolyt:
U _ _D£
X ~ ~

9

_9_l
8xaj"

Die Koi rektur terme sind 1/̂ a proportional und konvergieren also für
sehr große \X7erte von %a gegen Null. Wir kommen hier zu dem beach-
tenswerten Schluß, daß die Gleichung von v. Smoluchowski

U _ D£
X

33) Die entsprechende Formel der Theorie von Debye und Hückel lautet;

U = P^ N _ ZJ:_?±.^Z~,g
X ~ G ; n , L (z_j. + z_)e

Dci Unterschied zwischen dieser Formel und der unsrigen ist zur Gänze dem Term
aus (50bj) zuzuschreiben:

der letzten Endes aus dem Term
, dl

aus (65) entspringt und von Debye und Hückel mit Unrecht vernachlässigt ist.

Nach Onsager ist die E. G. eines positiven Ions

E = .Bi. f i _ Z~J+ 2g Pkr
X 6-rij l z . t , . 6xiti

worin

^ {*+ + z_) {?+ + (O

Diese Formel steht der unseren näher als die von Debye und Huckel, da Onsager
gar wohl den Term

berücksichtigt hat. Daß dennoch ein Unterschied zwischen Onsager und uns besteht,
ist darauf zurückzuführen, daß Onsager mît der Brownschen Bewegung des betrach-
teten Zcntraiions gerechnet hat, -wahrend wir diese vernachlässigt haben.
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tatsachlich gilt, auch wenn man auf die Deformation der Doppelschicht
Rücksicht nimmt, falls die Doppelschicht nur sehr dünn istl

Hermans34) kommt zu einem anderen Schluß und findet Korrekturterme für
den Relaxationseffektj die ungefähr «a-mal so groß sind als die unseren. Wir können be-
weisen, daß dieser Unterschied vor allem darauf zurückzuführen ist, daß Hermans
mit der Wechselwirkung zwischen elektrophoretischer Bremsung und Relaxationseffekt
nicht gerechnet und daher U nicht auf Grund unserer Gleichung- (48) bzw: (92) ausgerechnet
hat, sondern nach der Elektrophoreseformel von Fußnote 29, S. 310 und 311.

Wir haben dazu mit Hilfe unserer Beziehung (76) den Wert für f (r) aus Fußnote 29

ausgerechnet auf Grund von 1= «R = xr+ ̂ |- + stf (r) und diesen Wert in der Elek-

trophorcsegleichung von Fußnote 29 substituiert35). Dann finden -wir: ;

d. h. der Relaxationseffekt wird um einen Faktor der Ordnung -/a zu groß befunden,
und es ist daher sicher nicht erlaubt, bei großen xa den Einfluß der elektrophoretisdieu
Bremsung und der Relaxationsbremsung als zwei gesonderte Korrekturen zu betrach-
ten. Die elektrophoretische Bremsung ist hier so groß36), daß sie durch ziemlich kleine
Änderungen, die die Relaxation im Feldverlauf zustande bringt, merklich beeinflußt -wird.

100 WOO KQ

0,06

0,08

Fig. 7. Werte von faC^a), f"3(xa) und f4(xa) aus Formel (50).

31) J. J. Hermans, Phtlos. Mag. J. Sei. 7, 26, 650 (1938).
35) Hierbei ist es notig, auch den Term Pc-* (1/x -f l/\2) (siehe Anhang) mit zu

rechnen, da dieser jetzt wohl einen Beitrag zur E. G. liefert, was nicht der Fall ist, wenn
man die Elektrophorcscfoimel (92) oder (48) verwendet.

3e) kj [vgl. S. 289] ist ja gleich neX, die elektrophoretische Bremsung

— n s ) X und nt =D£a (1 + xa), also k3= — l-f nsX,

d. h. für große xa ist die elektrophoretische Bremsung beinihe ebenso groß wie die trei-
bende Kraft kA, so thß die E. G. schon wegen der elektrophoretischen Bremsung allein
mit einem Faktor 1/^a herabgesetzt wird.
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Bei kleinen xa, bei \\elchcn auch die elclitrophoictischc Bremsung klein ist, spielt
diese \Yecbsehvirkung keine bedeutende Rolle, so daß dann aus Formel (92) bzw. (48)
dieselbe E. G. errechnet \\ ird wie nus der Elcktrophorcseglcichung von Fußnote 29.

\Vir haben jetzt also aufgezeigt, daß in den Exticmfällen sehr aus-
gebreiteter und sehr kompakter Doppel schicht die Korrekturen für den
Relaxationseffekt sehr klein sind.

In dem dazwischenliegenden, vom Standpunkt der Kolloidchemie
aus interessantesten Gebiet ist dies jedoch nicht der Fall, wie sich am
deutlichsten aus einer graphischen Darstellung der verschiedenen Kor-
rekturtenne ergibt.

Tabelle g*').
Werte der verschiedenen Korrekturterme aus der Elektro-

phoreseformel (50).

xa

fo(ya)

0,1

,
1,000540

,0,0125 !
, 0,00090 1
' 0,0107 i

0,3

1,00398
0,0279
0,0044 .
0.0218 '

1

1,0267
00411
0.01 IS
0,0387

3

1,1005
! 0,053
;oo20
0,0515

5

1,163
0,057
0,022
0,0046

10

1,25
0,056
0,021
0,055

20

1,34
0,04

1 0,01451 0,04

50

1,424
0,0188
0,00796
0,0177

100

1,458
0,0102
0,00444
0,00992

In Fig. 7 und Tabelle a werden die Wei te von £, bis f4 als Funktionen
von y.z gegeben. Im Gebiet zwischen xa = 0,1 und â -- 100 erreichen

Tabelle 3.
Valenz- und Leitfahigkeitsfaktoren3 8) aus Formel (ÖOaund b).

1 7, - ' -
Elektrolyttype Valcnzfaktor j -l

O

(z— z+) z» ,/,^j_ = 70 j ^- = 70^+=350

1
I
1
1
2
2
3
4

.— 1
— 2
-3
— 4

j
2
\
1

0 ' 1
\

—2 —
p

-3 ! -
1 « -
0 ' 4
2 i —

t 1

0,184
0,307
0,460
0,625
0,307
0,368 i
0,460
0,625

0,110g
oino'

; 0,129
0,154s

> 0,258
0,221
0422
0 595

3T) Die Werte der f (-/s) für xa = 10 und xa = 20 sind weniger genau als die anderen,
da die Reihen für große '/a hier scHccht konvergieren und die Anwendung der Reihen
für kleine -/a keine genauen Resultate cigibt, da E(x) [siehe Anhang (60) S. 334] nicht aus-
reichend genau bekannt ist.

3S) Der Faktor ,'—~r~ ~— ist für zwei Spe?ialfa!le gegeben: 1. beide
(»+ +Z-J ' Gn>i* ' to ö

lonensortcn haben „normale" Besseglicbkcit, 2. das Kation hat die Beweglichkeit des
H--Ions, das Anion hat normale Bc-\vcgHchkck.
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die f (#a) Werte, die zwischen 0,005 und 0,05 variieren. Sie werden noch
mit einem Faktor e£/kT bzw. (e£/kT)2 multipliziert, der für ^-Potentiale
0, 25 und 100 Millivolt 0,1, 4 bzw. 16 beträgt, und mit einem Valenz-

faktor bzw. dem Faktor -±_±__ -"^rzif-E, die, wie aus Tabelle 3 erhellt.
_ _ -l- z_) e

zwischen 0 und 4 bzw. 0,1 und 0,6 variieren. .

1,5

1,0

Q5

-
K 6m

vW
\

v
\
\

0,01 0,1 1 10 10O
Fig. 8. f (va, £) fur symmetrische Elektrolyts.

100o na

10 100 toooita
Fig. 9. f(va,J) für unsymmetrische Elektrolytc bei JrJ:/kT = 2 (? = 50mV).

Es etgibt sich auch, daß der Term z2 (*$ f3 (xa), dei für kleine «a
\k l/

gegenüber den anderen Korrekturtei inen zu vernachlässigen ist, für
gioße «a dieselbe Ordnung erreicht wie der Term
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DkT

und daß es daher im allgemeinen nicht gestattet ist, diesen Term zu ver-
nachlässigen.

Die gestrichelte Linie in Fig. 7 gibt die Große des Relaxations-
effektes nach der Theorie von Debye und Hückel an. Hier ergibt sich
also, daß unseie Rechnung merklich von der von Debye und Hückel
abweicht, wenn #a > 1/10, womit unsere Behauptung im I. Kapitel,
S. 293 ubei das Gebiet, wo die Methode von Paine gültig ist, gerecht-
feitigt wird.

Tabelle 4.

f(jia, £) fü r symmetr i sche Elektrolyte.

Elektrolyt-
type

— 1

2 — 2

*e
1 kT

0

0
1
2
4

0,01

l.OOO!
1,000 ;
0,999
0,995

i
1,000!
0,999 j
0,998
0,990 ;

0,1

1,000
1,00
0,99
0,95

1,000
0,99
0,97
0,88

1

1,027
1,01
0,95
0,73

1,027
0,97
0,77
0,06

xa

5

1,163
1,13

10

1,25
1,22

1,03 ' 1,12
0,65 0,75

'
1,163
1,05«
0,73

1,25
1,15
0,83

—0,57 —0,41

100

1,458
1,45
1,43

1000

1,495
1,495
1,493

1,36 1,484

1,458 1,495
1,44 1,493
1,37 1,486
1,11 1,457

In den Fig. 8 und 9 und in Tabelle 4 wird für verschiedene Werte
von e£/kT und von ^a der Betrag angegeben, mit welchem die Große
D£/6:r/7 multiplizieit werden muß, um die E. G. zu ergeben Wir haben
dabei unsere Formel auch bei großeien ^-Werten angewandt trotz dem
Umstand, daß unsere Naherungen hieifur sicher nicht mehr richtig
sem weiden. Da die Formeln (50a und b) als der Beginn einer Reihenent-
wicklung nach steigenden Potenzen von e£/kT zu betiachten sind,
dürfen wir uns mit den ersten hier ausgerechneten Terrnen nur zufrieden-
geben, wenn e£/kT < l, d. h. wenn £ -< 25 mV.

Um die Formeln auch in Fallen anwenden zu dürfen, wo C > 25 mV,
mußten wir wissen, daß die Koeffizienten [f («a)] der folgenden Terme
viel kleiner sind als die des ersten Terms. Und das wissen wir nicht.
Nur bei kleinen #a muß dies wohl der Fall sein, da sonst die Theorie
von Onsager bei den starken Elektrolyten, wobei auch die erste Nähe-
rung bei hohen ^-Potentialen angewandt wird, nicht so genau stimmen
könnte.
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Da es nun für den Kolloidchemiker so \vichtig ist zu wissen, •welche
Schlußfolgerungen er aus Elektrophoresemessungen ziehen darf, haben
wir doch versucht, (50a und b) ohne weheres auch auf hohe ^-Potentiale
anzuwenden. Die dabei erhaltenen Ergebnisse stimmen so gut mit den
Experimenten überein, daß wir offenbar doch auch für hohe ^-Potentiale
aus (ÖOaundb) zumindest die richtige Größenordnung des Relaxations-
effektes gewinnen. Doch muß man die hier gegebenen Zahlenwerte
mit der notigen Reserve betrachten und z. B. keineswegs aus dem Um-
stand, daß f («a, £) für 2-2-Elektrolyte bei e£/fcT = 4 negativ werden
kann, den Schluß ziehen, daß die E. G. schon allein infolge des Relaxa-
tionseffektes ihr Vorzeichen umkehren kann!

Die Fig. 11 für unsymmetrische Elektrolyte ist mit Hilfe von fJO^a),
f2(»a) und f4(«a) berechnet, wahrend auf Grund der früher mitgeteil-
ten Überlegungen der, f3(^a) analoge, Term vernachlässigt ist (vgl.
S. 312). Um trotzdem unsymmetrische Elektrolyte mit symmetrischen
vergleichen zu können, sind in dieser Figur auch Werte für symmetrische
Elektrolyte aufgenommen, bei welchen f3(^a) vernachlässigt ist. Diese
Werte werden jedoch der Wirklichkeit weniger nahekommen als die
aus Tabelle 4 und Fig. 8.

In Fig. 8 fällt "vor allem auf, daß die Theorie von Henry bei sehr
kleinen ^-Potentialen (Linie s£/kT = 0) vollkommen bestätigt wird
und daß die Abweichungen bei ^-Potentialen unter 25 mV nur noch ge-
linge sind. Dieser Schluß ist theoretisch wichtig, da er uns lehrt, daß der
Relaxationseffekt bei kleinen ^-Potentialen sehr wenig Einfluß hat,
wahrend dabei die elektrophoretische Bremsung gar wohl groß sein

kann [ — f («a) ist ja, zumindest bei großen *:a, viel kleiner als ns/Gnrja. ].

Diese ^Tatsache ist auch von praktischer Wichtigkeit insbesondere für
die ïnteipretation der E. G. von Biokolloiden, da hier viele Falle ge-~
linger E. G. vorkommen und wir daraus nun also mit Sicherheit das
^-Potential (und die Ladung) errechnen können.

Wenn da§ ^-Potential jedoch großer als 25 mV (e£/kT > 1) ist,
hat dei Relaxationseffekt einen merklichen Einfluß auf die E. G. Dieser
Einfluß ist ein Maximum, wenn die Ausmaße von Teilchen und Doppel-
schicht von gleicher Ordnung sind. Weil der Relaxationseffekt mit
wachsendem ^-Potential so schnell zunimmt, braucht eine unbegrenzte
Erhöhung des £ keine unbegrenzte Erhöhung der E. G. nach sich zu
ziehen. Dies ergibt sich sehr deutlich aus Fig. 10, wo die E. G. als Funk-
tion von £ und «a für 1-1-Elektrolyte gezeichnet ist. Wahrend U bei sehr
großen und sehr kleinen «a proportional £ zunimmt, hat die U-£-Kurve
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KQ-50

KÛ-Q3

für dazwischenliegende Werte von #a ein Maximum. Für die üblichen
Werte von #a liegen diese Maxima bei Elektiophoresegeschwindigkeiten
der Ordnung 5 /vcm/Vsec, in guter Übereinstimmung mit der schon

von v. Hevesy38a) aufgezeig-
ten Maxi mumgesch windigkeit
der Elektrophorese. Auch
das von Troelstra39) be-
obachtete Phänomen, daß die
E. G. des AgJ bei abnehmen-
dem p,, also bei zunehmen-
dem Teilchenpotential, ein
Maximum durchschreitet,
paßt völlig hierzu. Sowohl
die Hohe dieses Maximums
(6 //cm/Vsec) als auch das

KQ-10 Potential, bei dem es gefunden
wird (Gesamtdoppelschicht-
potential 250 mV, £-Potential
daher < 250 mV), stimmen mit
unseren Kurven für xa, = 10
und 20 in Fig. 10 überein. Aus
den vonTroelstra angegebe-

KQ-1

0 50 100 150
Fig. 10. Die Elektrophorescgeschwindig-
keit als Funktion von £ bei verschiedenen

Werten von -/a (1-1-Elektrolyt).

nen Werten füi Teilchenhalbmesser (32 ny^) und Elektrolytkonzentration
(32 mMol KNO3) ergibt sich, daß bei seiner Messung «a gleich 11 war.

Aus den Fig. 8 und 9 erhellt des weiteren, daß bei konstantem £
und zunehmender Elektrolytkonzentrat ion (zunehmende «a) die
E. G. erst sinkt, zwischen j;a — l und y.-z. — 10 ein Minimum erreicht
und hierauf wieder ansteigt. Mit zunehmender Valenz des Gegenions
verschiebt sich dieses Minimum nach rechts, also nach höherer Elektro-
lytkonzentration.

Wenn man jedoch zu einem Sol einen indifferenten Elektrolyt
hinzufügt, wird das ^-Potential nicht konstant bleiben, sondern sinken,
wie deutlich aus ^-Messungen nach anderen Methoden hervorgeht, z. B.
mit Hilfe des Stromungspotcntials oder der Methode von de Biuyn40).
Bestimmt man also die E. G. als Funktion der Elektiolytkonzentration,
dann findet man zwei einander durchdringende Effekte, nämlich die
wahre Änderung des £ und die Änderung des f («a, £). In Fig. 12b sieht

38a) G. v. Hcvcsy, KoHoid-2. 21, 129 (1917); Physik. Z. 14, 49 (1913).
39) S.A. Troelstra, Diss. (Utrecht 1941), Fig. 38, 34 und 37.
««) H. de Bruyn, Diss. (Utrecht 1938).
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man ein instruktives Beispiel hierfür39) bei der E. G. von AgJ in ver-
schiedenen Ba (NO3)2-Konzentrationen. Bei zunehmendem tea. sinkt die
E. G. erst, erreicht ein Minimum für xa. ungefähr gleich 2 (a = 3 * 10~6)
und steigt danach [Einfluß von f («a, £)], um bei noch höheren xa wieder
zu sinken (wahre Senkung des £). Eine so vollkommene U-c-Kurve
wird jedoch nur sehr selten gefunden. Bei Elektrolyten mit einwertigem
Gegenion fehlt meist die erste Senkung, so daß wir wohl annehmen
müssen, daß die E. G. des reinen Sols dann ungefähr im Minimum der

-6

-2

0

+2

+6

Vsec.
% --""" ""*—gemessen (Troelstra) K8-11

^ berechnet ffO- 2O

.200 .WO O -WO -SQO •

Fig. 11. Vergleich gemessener und errechneter Elektro
phoresegeschwindigkeiten.

(Die Übereinstimmung wird noch besser, wenn man be-
denkt, daß die experimentellen Werte gegenüber e-Poten-
tialen aufgetragen sind und daß das f-Potential bestimmt

kleiner ist als.das s-Potential.)

Kuiven in Fig. 8 und 11 gefunden wird. Wir treffen dann Kurven mît
einem steigenden Stück [Anwachsen des fJC^a) und Verminderung des
Relaxationseffektes] und einem sich senkenden Stück (Abnahme des £)
an (vgl. Fig. 14a, die der Arbeit von Powis41) über die E. G. von 01-
emulsionen entlehnt ist). Falls eine bis zu hoher Konzentration kontinu-
ierlich abfallende Elcktrophoresekurve gefunden wird, wie das bei mehr-
seitigen Gegenionen häufig der Fall ist, dürfen wir daraus wohl den
Schluß ziehen, daß die Senkung des £ die anderen Effekte übertrifft.

In Fig. 9 tritt auch deutlich hervor, in welchem Maße Elektrolyte
verschiedener Valenztypen die E. G. beeinflussen. Die vorhergesagte
Aufeinanderfolge stimmt gut mit den Experimenten überein (Fig. 12a
und b). Umgekehrt sagt also eine derartige ïonenkurvenstreuung nur
betreffs der Elektrophoreseerscheinung etwas Sicheres aus, aber nicht
über die zugehörigen £-Potentiale.

Auch der Tcilchcnhalbmesser muß einen Einfluß auf die E. G. aus-
üben. Bei gleichem £-PotentiaI werden im allgemeinen große Teilchen

") F. Powis, Z. physik. Chcm. 89, 91 (1915).
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schneller -wandern als kleinc> wahrend vielleicht in sehr reinen Solen
mit kleinen Teilchen (kleine xa) das Gegenteil der Fall ist. Die Messungen
von Mooney42) an verhältnismäßig großen öltropfchen und von
Kemp43) an mit GHadin bedeckten Quarzteilchen sind mit unserer
Theorie in großen Zügen in Übereinstimmung.

Die Beweglichkeit der Ionen ist ebenfalls von einigem Einfluß
auf die Rela\ationskorrektur. Sehr bewegliche Ionen wie H+ und OH~
(also mit kleinen Q+ bzw. g_) verursachen einen kleineren Relaxations-
effekt als langsame (siehe Tabelle 5).

Diese Schlußfolgerung wird von den Tatsachen nicht bestätigt,
da im allgemeinen Sauren die E. G. gerade starker erniedrigen als Salze.
Hier muß also wohl ein unmittelbarer Einfluß der H+-Ionen auf das
^-Potential angenommen werden.

-8\
Um
-7|

-6

-5

-#

-3

-2

-1

/u cm
Vsec

fyfr(W)e
&50V
K NO,

Ba(NO,)3

10« 10'

Fig. 12 a.

10"

Fig. 12b.

10'7t

Elektrophoresegesch-ftindigkciten \on Öl (Powis) und AgJ (Troclstra)
bei vetscriiedenen Elektrolytkonzentrationcn.

Tabelle 5.
Einfluß der lonenbeweglichkeit auf f(^:a, Ç).

\Xeite von f(xa, Ç) für 1-1-wertige Elektrolyte bei ̂  -= 4(^ = 100 mV).

a) A+ = J_=70
b) A*. =350^_= 70

ya.

a) Langsameionen

1 ] 10

0,728
0,774

0,75
0,83

100

1,358
1,369

«) M Mooney, J. pb>sic Chcm 35, 331 (1931).
43) J Kemp, Trans Faraday Soc 31, 1347 (1935).
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Es ist sicher bedauerlich, daß der in der vorliegenden Arbeit an-
o-egebenen Methode der E. G -Berechnung von Kolloiden noch so viel
Unsicherheit anhaftet, daß unsere Schlußfolgerungen unvermeidlich
qualitative bleiben müssen. Es ist deshalb vielleicht ratsam, an dieser
Stelle noch einmal scharf zu umreißen, in welchen Beziehungen unsere
Rechnung unzulänglich bleibt.

1. Die Brownsche Bewegung des betrachteten Teilchens ist nicht
beiucksichtigt. Dies wird vielleicht bei Solen mit kleinen Teilchen eine
allerdings nicht sehr große Fehlerquelle ergeben können. ƒ

2. Die gegenseitige Wechselwirkung der Solteüchefi wurde -ver-
nachlässigt, was in sehr konzentrierten Solen nicht zulassig ist. In diesem
Zusammenhange ist em Sol als konzentriert zu betrachten, wenn die Ge-
samtladung der Solteilchen wenigstens von derselben Ordnung ist wie
die Gesamtladung anderer Ionen im Sol.

3 Die 'Ionen in der Doppelschicht sind als Punktladungen auf-
gefaßt, wobei nui die Coulombsche Energie in Rechnung gestellt ist.
Es wäre eiforderüch, lonenradius und Adsorptionskrâfte etwa in der
Weise zu berücksichtigen, wie Stern44) dies angegeben hat.

4. In letzter Zeit sind Hinweise gegeben worden, dahin gehend, daß
die Struktur der Doppelschicht komplizierter ist, als wir sie uns bis 'jetzt
voistellten. Verlende45) findet, daß die Leitfähigkeit der Doppel-
schicht 10 — 50 mal großer ist aïs ihrer Ladung entspräche. M. Klornpé46)
stellt es als möglich hin, daß in Fallen, in denen die Potentialdifferenz
im diffusen Teil der Doppelschicht praktisch Null ist, eine große Elek-
trophoresegeschwindigkeit auftreten kann.

5 Dei schweiste Einwand gegen unsere Berechnungen liegt jedoch
m dem Umstand, daß die Reihenentwicklungen so früh abgebrochen
werden, welchem Umstand zufolge die Ergebnisse nur für kleines ^-Poten-
tial exakt gelten Im Hinblick auf die sehr umständliche Rechenarbeit,
die das Ausarbeiten höherer Näherungen erfordert, scheint es mehr emp-
fehlenswert, die im III. Kapitel gegebenen Grundgleichungen (64a bis e)
für gioßere ^-Potentiale graphisch zu losen. Auch dies wird sicher zeit-
laubend sein und in schrittweisen Näherungen ausgeführt werden müssen,
aber wahrscheinlich bringt es doch schneller ans Ziel als die lein analy-
tische Methode.

4') O.Stern, 2. Ekktrochem 30, 508 (1924).
™} Ed. Verlende, Proc , KOP, neder! Akad. Wctensch, 42, 764 (1939);

(Gent 1940), 30.

") M. Klompé, Diss (Unecht 1941).

21*
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Zusammenfassend müssen wir den Schluß ziehen, daß diese Arbeit
uns noch nicht in den Stand setzt, den Zusammenhang zwischen E. G.
und g-Potendal genau anzugeben. Wohl aber wurde unsere Kenntnis
des Mechanismus der Elektrophorese und der mit dem Relaxationseffekt
zusammenhangenden Erscheinungen vertieft.

1. \\"ir vermochten exakt anzugeben, welche Faktoren bei der Be-
rechnung der E. G. in Rechnung zu stellen sind und wie diese Rechnung

ausgeführt werden kann.
2. Es wurde eine Elektrophoreseformel (48) abgeleitet, welche die

elektrophoretische Bremsung und den Relaxationseffekt völlig berück-

sichtigt.
3. Aus (48) wurde nach Einführung einer Anzahl Näherungen die

Formel (50) abgeleitet, die den Zusammenhang zwischen E, G. und £
für kleine ̂ -Potentiale genau beschreibt. Dabei wird für £ —> 0 die Formel
von Heniy bestätigt und bewiesen, daß für ^-Potentiale unter 25 mV
zur Berücksichtigung des Relaxationscffektes nur kleine Korrekturen
(einzelne Prozente) eingeführt werden müssen.

4. Wird (50) auch bei größeren ^-Potentialen angewandt, dann er-
gibt sich, daß der Relaxationseffekt betrachtliche Korrekturen der E. G.
erforderlich macht. Die Giößenordnung dieser Korrekturen, die Ab-
hängigkeit von x& und die damit zusammenhangenden Erscheinungen
entsprechen in gioßen Zügen den experimentellen Tatsachen, wie:

a) Einfluß der Valenz der Neben- und Gegenîonens

b) Maximum der E. G. (v. Hevesy),
c) Maxima und Minima in der U-c-Kmve trotz monotonem Verlauf

der £~c-Kurve,
d) Erhöhung der Dielektrizitätskonstante (vgl. VI. Kapitel).

Da unsere Ergebnisse für höhere ^-Potentiale bloß qualitative
bleiben, darf die Kolîoidchemîe bis auf weiteres aus Elektrophorese-
messungen nicht mehr als semiquantitative Schlüsse ziehen, außer wenn
die E. G. klein ist (l ^cm/Vsec). Will man über genauere Werte des
£-Potentials verfügen, dann trachte man diese mittels anderer Methoden

kennenzulernen.
V. Kapitel.

Die ElektroplioresegescliwiiMÜgkeit leitender Teilchen.
Bevor wir unsere Rechnungen aus dem III. Kapitel und dem An-

hang auf die E, G. leitender Teilchen anwenden können, erhebt sich die
Frage, ob sich bei der Elektrophorese leitende Teilchen als solche ver-
halten. Mit gioßtem Recht wurde von verschiedenen Autoren (Henry,
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Verwey, van Gils) darauf hingewiesen, daß dies zu bezweifeln ist,
da beim Stromdurchgang über die Grenze leitendes Teilchen/Flüssig-
keit Elektrolyse auftritt und diese Elektrolyse von Polarisationserschei-
nungen begleitet ist. Man kann diese Polarisation in der Überspannung
ausdrücken und man müßte nun untersuchen, ob diese Überspannung
größer oder kleiner ist als die Potentialdifferenz, die bei Elektrophorese
zwischen der Vorder- und der Rückseite des Teilchens besteht. Elektro-
phoreseversuche werden nun in der Regel bei einem Potentialgefälle
von einigen Volt/cm unternommen, und da die Ausmaße kolloider Teil-
chen von der Ordnung 10~G cm sind, wird zwischen Vorder- und Rück-
seite eine Spannung von einzelnen Mikrovolt auftreten. Die Stromdichte
kann bei Elektrophoreseversuchen zwischen 10~6 und 10"1 Ampycm.2

variieren, und es ist nun also die Frage, ob bei dieser Stromdichte die
Überspannung am Material, aus welchem leitende Kolloidteilchen be-
stehen (Ag, Au, Pt, Hg usw.) großer oder kleiner ist als einzelne Mikro-
volt. Bei Messungen an Makroelektroden werden bei den genannten
Stromdichten Überspannungen von einzelnen oder vielen Millivolt
gefunden. Daraus könnte man unmittelbar den Schluß ziehen, daß leitende
Teilchen sich bei Elektrophorese doch wie Isolatoren verhalten. Die
Überspannung hängt jedoch auch von der Art derElektrodenoberfläche ab
und wird kräftig herabgesetzt, falls die Zahl aktiver Stellen an der Ober-
Sache zunimmt (rauhe, platînierte Elektrode). Im Vergleich zu einer
Makroelektrode weist die Oberflache eines Kolloidteilchens sehr viele
aktive Stellen auf, wodutch die Überspannung wieder merklich wird
verringert werden können. Auf diesem Wege kommt man also zu keinem
definitiven Schluß.

Auch das Experiment bringt uns hier nicht viel weiter. In erster
Näherung wird die E. G. eines leitenden Teilchens von der Kurve (jj, •= co)
in Fig. 3, S. 291, bestimmt werden; d. h. bei kleinen und mittleren «a
herrscht hier eine E. G. normaler Größe, bei sehr großen «a ist die E. G.
praktisch Null. Die Tatsache, daß kolloide Metalle eine normale elektro-
phoretische Beweglichkeit aufweisen, sagt also, solange «a nicht sehr
groß ist, wenig über den Stromdurchgang durch die Kolloidteilchen
aus. Henry47) zitiert einen Fall, bei welchem die Polarisation absichtlich
sehr klein gehalten worden war und wo dann auch bei sehr großen «a
keine Elektrophorese gefunden wurde (Ag-Diaht in AgNO3-Lösung).
Demgegenüber stehen die Messungen von Bull und Söllner48), welche
die E.G. veihältnismäßig grober Hg-Emulsîonen in Hg2(NO3)2-Lösung

«) D. C. Henry, Proc. Roy. Soc. [London], Scr. A 133, 122 (1931).
4S) II. B. Bull u. K. Sollncr, Kolloid-Z. 60, 263 (1932).
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bestimmt und hierfür bei «a — 10 — 100 noch einen Wert 'von gut
3 ^cm/Vsec gefunden haben. Wir neigen dei Schlußfolgerung zu, daß
leitende KolloidteÜchen sich bei Elektrophoreseversuchen wahrscheinlich
wie Isolatoien verhalten, daß es abei nicht ausgeschlossen ist, daß sie in
bestimmten Fallen als Leiter auftieten. Das bedeutet, daß im allgemei-
nen unsere Randbedingungen für den Stiomtransport (7 und 8 von S. 299
und S. 300) unveiandcrt für ein leitendes Teilchen gültig bleiben, so
daß die Konstanten C und B ihie Werte nach (87) und (89) behalten,
weshalb auch Foimel (50) unverandeit angewandt werden darf. Bei der
Randbedingung 5 von S. 299 muß allerdings die unendlich gioße Dielek-
trizitätskonstante eines Leiters berücksichtigt werden, was Einfluß auf
den Weit von P (91) ausübt. Dies hat jedoch keinen Einfluß auf die
Große der E. G.

Wir wollen auch noch der E. G. von Teilchen, die den Strom wohl-
gut leiten, einzelne Satze widmen. In diesem Falle würde nicht nur die
Randbedjngung 5, sondern auch die Randbedingungen 7 und 8 geändert,
wahrend übrigens die Rechnungen aus Kapitel III und dem Anhang
unverändert übernommen weiden konnten. Beim Inrechnungziehen
der Randbedingungen treten jedoch jetzt uneiwaitete Schwierigkeiten
auf, da zwei der Randbedingungen identisch werden und daher einer
der Koeffizienten B, C und P (siehe Anhang) unbestimmt bliebe. Für
einen Leitei lauten ja die Randbedingungen:

1. Stiomstarke senkrecht zur Kugeloberfkche ist innerhalb und außer-
halb der Kugel gleich. Da die Leitfähigkeit innerhalb der Kugel sehr
groß ist, ist die Feldstarke sehr klein. Also 0t = 0, daher (<&)r=a = 0,
demnach (I)^a=0 Vgl. (79), (17) und (63).

2. Dei Strom durch die Oberflache wird in einem bestimmten (ge-
gebenen) Verhältnis von Kationen und Anionen bewerkstelligt. Es ist
z. B denkbar, daß nur die H+-Ionen (bei einem Pt-Sol) oder die Ag+-
lonen (bei einem Ag-Sol) an der Grenze Kugel/Flüssigkeit entladen
werden und daß die Anionen ubeihaupt nicht mitwirken.

3. Die Feldstarken inneihalb und außerhalb der Kugel verhalten
sich wie die Dielektrizitätskonstanten. Also ist nach (82') D(dl/dx)x=xa

— Dj(I/x) a:=/,a Da die Dielektrizitätskonstante eines guten Leiters sehr
hoch ist, erfordert diese Bedingung, daß (I)s=1/a = 0, was also mit der
ersten Bedingung identisch ist. Wollte man exakt vorgehen, dann müßte
auch die Ladungsverteilung innerhalb der Kugel in räumlicher Ausdeh-
nung vorgestellt werden, wodurch gewissermaßen eine Elektronen-
doppelschicht entstünde. Dabei mußten dann die Polaiïsîei barkeit des
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Metallgitters und der endliche Wert der Leitfähigkeit in Rechnung ge-
zogen werden, und dann würden Bedingung l und 3 einander nicht mehr
genau decken. Diese Kongruenz besteht nur im Limes unendlich großer
Leitfähigkeit und Dielektrizitätskonstante.

Es erscheint nicht nützlich, dieses sehr verwickelte Problem näher
auszuarbeiten, solange nicht mehr experimentelle Hinweise vorhanden
sind, daß Metallteilchen sich bei der Elektrophorese tatsächlich wie
Leiter verhalten. Vielmehr dürfte es vorläufig ratsam sein, die E. G.
leitender Teilchen in derselben Weise zu behandeln wie die von isolieren-
den und auch bei ihnen unsere Formel (50) unverändert anzuwenden.

-j

VI. Kapitel.

Die Dielektrizitätskonstante.
Die Dielektrizitätskonstante (Dk.) einer kolloiden Lösung ist im

allgemeinen nicht gleich der des reinen Dispersions mittels. Die Kolloid-
teilchen haben eine andere (meist niedrigere) Dk. und Leitfähigkeit als
das Dispersionsmittel, wodurch die Dk. des Sols herabgesetzt wird. Als
Folgeerscheinung der Deformierung der Doppelschicht bildet sich bei
jedem Teilchen ein Dipol, der dem angelegten Feld entgegengesetzt
gerichtet ist. Hierdurch wird die Dk. just erhöht werden. Überdies kann
noch ein Eigendipolmoment der Solteilchen (Eiweiße!) und die Hydra-
tisierung Einfluß auf die Dk. ausüben. Bei hydrophoben Solen können
wir von den beiden letztgenannten Effekten absehen und uns nun die
Frage stellen, wie die Dk. sich unter Einfluß der beiden ersten Effekte
einstellen wird. Wir beschränken uns dabei auf die bei sehr niedriger
Frequenz gemessene Dk., wobei also die Asymmetrie in der Doppel-
schicht ausieichende Gelegenheit hat sich einzustellen.

In verhältnismäßig großem Abstand von einem Kolloidteilchen
wild das elektrische Feld.zufolge (17), (58) und (71) beschrieben durch

(51) * = -2

Alle anderen Teime aus I (76) konvergieren nämlich mit zunehmendem r
schneller gegen Null als B/r3. Jedes Teilchen verhalt sich also nach außen
hin wie ein Dipol mit dem Moment

m = —(52)
f.~

Wir können dann die Dk, des Sols dei Dk. des Dispersionsmittels gleich-
setzen, in welchem N Dipole, deren jeder das Moment m aufweist»
dispergiert sind. Die Dk. des Sols ist dann
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3 2B

wenn (5 die Volumenkonzentration der dispergierten Phase darstellt.

Mit Hilfe der Formel (89) für 2B/K8a3 kann nun die Dk. eines Sols
unmittelbar als Funktion von Konzentration, ^-Potential und xa. be-

D *— D-
rechnet werden. In Tabelle G sind etliche Werte des Bruches — — —

D
für die Solkonzentration l Volumprozent in einem 1-1-wertigen Elek-
trolyt mît den lonenbeweglichkeiten A+ = Y!_ = 70 zusammengestellt.

Tabelle 6.
Relative Erhöhung der Dielektr iz i tä tskonstante bei der Sol-

konzentra t ion l Volumprozent.

t

25 mV
50 mV

100 mV

xa

0,1

•1-0,59
.+ 2,32
+ 8,40

0,3

+ 0,065

1

-0,0028
+ 0,29 + 0,031
+ 0,99 !+ 0,128.

5 j 20

-0,0087
+ 0,0080
+ 0,054

- 0,014
-0,012
-0,005

100

-0,015
-0,015
-0,015

\X;ahrend bei großen #a der Einfluß der niedrigen Dk. (geringe
Leitfähigkeit) alle Doppelschichteinflüsse weitaus überwiegt, sind bei
kleinen y.a und nicht zu kleinen ^-Potentialen betrachtliche Erhöhungen
der Dk. auf Grund der Deformierung der Doppelschicht zu erwarten. Bei
sehr kleinen xa. jedoch darf Formel (53) nicht mehr angewandt werden,
da dann die verschiedenen Doppelschichten einander zu durchdringen
beginnen, worauf bei der Ableitung von (51), (52) und (53) keine-Rück-
sieht genommen ist. In diesem Falle wird die Dfc.-Erhohung kleiner als
nach unserer Rechnung und kann dann besser nach Debye und Falken-
hagen49) berechnet werden.

Aus Formel (53) und Tabelle 7 ergibt sich, daß die Erhöhung der Dk.
piopoitiorial der Solkonzentration ist, mît wachsendem ̂ -Potential stark
zunimmt und bei wachsender Elektrolytkonzentration schnell kleiner
wird und sogar in eine Herabsetzung übergeht. Aus Formel (89) für
2B/«3a3 ergibt sich noch, daß auch mit zunehmender Valenz (z) und ab-
nehmender lonenbeweglichkeit (l/@) die Dk.-Erhöhung großer wird.

Wir können diese Schlußfolgetungen an den Messungen von
Kunst50) erproben. Er bestimmte bei verschiedenen Frequenzen die
Dk. einer Anzahl hydrophober Sole (AgBr, AgJ, As2S3) und fand dabei,

49) P. Debye u. H. Falkcnhagcn, Physik. Z. 29, 401 (1928).
so) H. Kunst, Diss. (Utrecht 1940). Vgl. H. R. Kruyt u. H. Kunst, Kolloid-Z.

91, l (1940),
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daß die Dk. nicht unbeträchtlich über der des Wassers lag. Aus seinen
Zahlenangaben erhellt, daß auch die niedrigste angewandte Frequenz
(1,5 • 10s sec"1) noch im Dispersionsgebiet lag und daß also die statische
Dk. noch größer sein muß als der bei der Frequenz 1,5 • 105 gemessene
Wert.

Aus seinen Messungen folgt, daß die Dk.-Erhöhung der Solkonzen-
tration proportional ist und, auf ein Gehalt von l Volumpro2ent um-
gerechnet, von 0,055 — 0,230 variiert. Auch die Größenordnung stimmt
also sehr gut mit dem für «a ~ l von uns vorhergesagten Werte61).
Der vorhergesagte Einfluß der Beweglichkeit der Gegenionen wird.
durch die Tatsache bestätigt, daß die Dk.-Erhohung saurer Sole un-
gefähr um 10% kleiner ist als die neutraler Sole.

Dagegen entspricht unseren Erwartungen nicht die Tatsache, daß
alle Elektrolyte die Dk. erhöhen. Bei mehrwertigen Elektrolyten (Zu-
nahme des z) und potentialbestimrrenden Elektrolyten (Zunahme des £)
wäre dies noch begreiflich, aber nicht bei einwertigen Elektrolyten
wie KNO3.

Im großen und ganzen dürfen wir jedoch wohl sagen, daß unsere
Rechnungen sich den Messungen genügend gut anschließen, so daß
umgekehrt der Schluß erlaubt ist, daß wir diese Dk.-Erhöhungen tat-
sächlich dem Relaxationseffekt zuschreiben müssen. Daß dem auch die
Dispersionsfrequenz entspricht, können wir folgendermaßen aufzeigen.
Zum Aufbau der Doppelschicht ist Zeit erforderlich : die Relaxationszeit.
Falls die Dauer einer Periode des Wechselfeldes, in welchem die Dk. ge-
messen wird, kürzer ist als diese Relaxationszeit, hat die Doppelschicht
nicht genügend Zeit, sich dem immer wieder wechselnden Zustand an-
zupassen, und wird nicht oder kaum mehr deformiert, so daß die Dk.-
ErhÖhung unterbleibt.

Nach Debye und Falkenhagen52) ist die Relaxationszeit der
Doppelschicht

Ihrer Ableitung ist zu entnehmen, daß diese Zeit nicht von den Aus-
maßen des Teilchens abhängt, wenn man die Brownsche Bewegung
dieses Teilchens vernachlässigt.

Für Ionen normaler Beweglichkeit (A = 70) und mit K = 105 bzw.
106, entspiechend einer Elektrolytkonzentration 10-5-bzw. 10~s normal,

51) Den Angaben von Kunst ist 211 entnehmen, daß bei ihm a = 3 - lO~e und
K = 10+ * bis 10+ 6, also *a 0,3 bis 3 ist.

&2) P. Dcbyc u. H. Falkcnhagcn, Physik. Z. 29, 123 (1928). Q = durchschnitt-
liche Reibungskonstante der Ionen in der Doppclschicht.
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ist die Relaxationsneit B = ̂  -.. „5 sec bzw. 5—^ sec, was mit der Tatsache

gut übereinstimmt, daß die Dispeision det Dk. sich über das ganze von
Kuns t gemessene Fiequenzgebiet (1,5 • 10G—5 • 107) erstreckt.

Zusammenfassung.
In der voiHegenden Arbeit wird eine theoretische Behandlung der

Beziehung zwischen der EIcktrophoresegeschwindigkeit (E. G.) und
dem Potential der Doppelschicht von Kolloidteilchen geboten.

Es wurde die Ableitung einer Elektiophoresegleichung angestrebt,
welche die Gesamtsumme der die Elektrophorese begleitenden hydro-
dynamischen und elektrischen Kiafte zum Ausdruck bringt. In dieser
Gleichung sollte dem Relaxationseffekt, welcher der Deformierung der
Doppelschicht zuzuschreiben ist, voll Rechnung getragen werden.

Nach einer Einleitung sind im II. Kapitel die der Ableitung der
E. G. eines kugelförmigen Teilchens zugrunde liegenden Prinzipien be-
handelt. Das Problem ist in zwei Teile zerlegt worden: In Kapitel Ha
(elektrischer Abschnitt) sind die Bildung des elektrischen Feldes und die
Veiteilung der Ionen beschrieben, welche die Kugel unter dem Ein-
fluß elektrischer Kräfte, der Diffusion und Flüssigkeitsströmung um-
geben. Besondere Aufmerksamkeit wurde den Bedingungen gewidmet,
denen die lonenverteilung an der Gienzftache von Kugel und Flüssig-
keit unteiworfen ist. In Kapitel lib (hydrodynamischer Abschnitt) ist
gezeigt, wie die E. G. durch Anwendung der gebräuchlichen Bewegungs-
gleichungen einer viskosen Flüssigkeit errechnet werden kann, wenn
die Struktur des elektrischen Feldes bekannt ist.

Im III. Kapitel sind die Rechnungen weiterentwickelt. Das hydro-
dynamische Pioblem kann ohne Einführung von Näherungen gelöst
werden. So kommt man zu Gleichung (48), in welcher, als Zusätze zur
Antriebskraft und dem Viskositatswîderstand, die elektrophoretische
Bremsung, der Relaxationseffekt und die gegenseitige Wechselwirkung
dieser beiden Effekte berücksichtigt sind.

Die Integiation der Diffeientialgleichungen für die lonenverteilung
in der Doppelschicht kann nicht ohne Einführung von Näherungen
durchgeführt werden. Die Lösung konnte (im Anhang) durch Reihen-
entwicklung nach steigenden Potenzen von e£/kT gefunden werden.
(s = die Ladung des Elektions, £ = Potential der Doppelschicht, k =
Boltzmannkonstantc, T = absolute Temperatur). Der erste und zweite
Term dieser Reihe sind berechnet. Mit diesen Angaben bezüglich der
lonenverteilung kann aus Gleichung (48) die Elektrophoresegleichung (50)
abgeleitet werden, welche die Beziehung zwischen E. G., ^-Potential,
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Kugelradius und Ausmaßen der Doppelschicht darstellt. Bei dieser Ab-
leitung ist angenommen, daß die Kugel aus einem isolierenden Stoff
besteht.

Im IV. Kapitel -werden die Folgerungen aus Gleichung (50) disku-
tiert. Für kleine Werte des ^-Potentials können die Ergebnisse als ge-
sichert betrachtet -werden. Anwendung von (50) auf höhere Werte des
^-Potentials führt, obwohl sie durch die Herleitung nicht gerechtfertigt
erscheint, zu annehmbaren Ergebnissen. Solange die Werte des ^-Poten-
tials 25 mV nicht überschreiten, erfordert die Elektrophoresegleichung
von Henry nur kleine Korrekturen (wenige Prozent). Bei größeren
£-Werten kann der Relaxationseffekt einen beträchtlichen, gewöhnlich
vermindernden Einfluß auf die E. G. ausüben. Als Folgeerscheinungen
des Relaxationseffekts können angesehen werden:

1. die Tatsache, daß nur in ganz außergewöhnlichen Fällen Elektro-
phoresegeschwindigkeiten gefunden worden sind, die 5 ftcmf
Vsec überschreiten; -, ' "

2. der Einfluß der Valenz der Ionen beider Vorzeichen;
3. die Anwesenheit von Maxima und Minima in der E.G.-Konzen-

trationskurve bei einem monotonen Verlauf der £-Konzentra-
tionskurve.

Im V. Kapitel ist die Elektrophorese leitender Teilchen in Kürze
untersucht worden.

Schließlich wird im VI. Kapitel eine auf den Relaxationseffekt ge-
gründete Erklärung des hohen Wertes der Dielektrizitätskonstante kon-
zentrierter hydrophober Sole gegeben.

Es ist mir ein Bedürfnis, Prof. Dr. H. R. Kruy t für sein fortwähren-
des Interesse beim Zustandekommen dieser Albeit herzlich zu danken.

Auch Dr. K. H. Schwarz danke ich für die Sorgfalt, mit der er
diese Arbeit aus dem Holländischen übersetzt hat.

Anhang.

A. Berechnung der loneiiverteilung und des elektrischen Feldes.̂
In Kapitel ÏII ist die Lösung des hydrodynamischen Problems be-

handelt worden, die ohne Vernachlässigungen auf die Formel (48 b) für
die E. G. geführt hat. Die in dieser Formel auftretende Funktion R, die
das elektrische Feld um die bewegende Kugel beschreibt, muß noch
aus den Differentialgleichungen (10), (13) und (14) bestimmt werden.

Hierbei haben wir nicht eine ebenso weitgehende Gültigkeit er-
reicht wie beim Aufstellen der Elektrophoieseformel (48). Wir haben
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Näherungen anwenden müssen, denen zufolge die erhaltenen Ergebnisse
nur bei medügen Doppelschichtpotentialen exakt gelten.

Indem wir aus den Formeln (12) und (9) r+ und j>_ elimînieien, finden.
wir für W die Diffeicntîaîgleichung

(54) ^ï^ltfe**)»v J " *• r3 dr\ dr/
4*
D

\X;ir führen nun für r und W neue Vetanderliche x und y ein, die auch
in den weiteren. Rechnungen verwendet werden sollen.

(55) x = « r = r l

(56) y = g.

Bei 25° C wird

(56a) y = 0,0389 S^

worin W in Millivolt ausgedrückt ist.

Etwagen wir noch, daß z_r_
neuen Veränderlichen über in

dann geht (54) mit den

3~2 "* ~ (î~ — J *

Entwickeln der e-Potenzen dei rechten Seite fuhrt zu

In der Näherung von Debye und Huckel wird nur mît dem ersten
Gliede der Reihenentwicklung gerechnet. Dabei weiden also Summanden
proportional y2 vernachlässigt, wenn man es mit einem unsymmetrischen
Elektroljt zu tun hat, und solche proportional y3 bei symmetrischem
Elektrolyt.

Da sich ergeben wird, daß die Korrekturen für den Relaxations-
effekt auch von der Ordnung y2 bzw. y3 sind, ist es notig, in bestimmten
Teilen der weiteren Rechnung auch die 2. und 3. Näherung der Losung
der Gleichung (57) zu berücksichtigen53). In. erster Näherung lautet die
Losung der Gleichung (57)

(58) YI= —-f ££^.
*• ' l Y ' V

53) Für die Potentialverteilung rund urn Ionen, also für kleine '/a, ist dieses Problem
ausführlich bearbeitet von T. H. Gromvall, V. la Mer u. K. Sandved, Physik. Z,
29, 358 (1928), und T. H. Gronwall, V. la Mer u. L. Grciff, J physic. Chem. 35,
2245 (1931).
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Die Konstante A2 hat den Wert Null, da sonst y unendlich wurde, wenn
sich der x-Wert dem Unendlichen naheit. Zur Auflosung in zweiter
Näherung wird nun. gesetzt

Ae"* . .,y=— +Y2.
Indem wir dies in (57) einsetzen, finden wir eine Gleichung, aus der Y2

bestimmt werden kann:

2dY2 , . ,
~ + nohere

.von Ae

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung hat dieselbe Ge-
stalt wie (58). Das partikulare Integral kann folgendermaßen geschrie-
ben werden27):

(59) ~x *

Hierbei wurde die Eigenschaft in Anwendung gebracht, daß
x ax

e-Mt
t *

was durch Differentueren leicht zu beweisen ist.
T

™""» .d

Der Weit der Funktionion ƒ —- - füfür verschiedene x kann in Ta-

bellen54) nachgeschlagen werden. Diese Werte können auch aus einer
der beiden folgenden Reihenentwicklungen55) berechnet werden, von
welchen die erste für jedes x konvergiert, aber für große x unpraktisch
ist, während die zweite sich gerade für große x -Werte eignet.

Für kleine x:

= + 0,577-

Für große x:

l 31, 31

5*) E Jahnkc u. F. Emde, Funkuonentafcln (Leipzig 1938), S. 6.
&s) G Brunei, Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften Bd. 2, Teil l

(Leipzig 1916), S. 174. Siehe auch E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln (Leip-
zig 1938), S. 1.
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Die Reihe für große x ist eine halb konvergente Reihe. Falls sie bei dem

Term —— e x abgeblochen wird, wird der Term n!

lassigt Sein absoluter Wert ist sicher kleiner als

,n e

' veroach-

so daß der Fehler stets kleiner ist als der letzte mitgerechnete Term.
X

/

' ~*A
3 _-5 in der weiteren Rechnung wiederholt vor-

*
kommt, wollen wir hierfür ein besonderes Symbol einfuhren, nämlich

(60)

Wenn die Näherungswerte für E(x) in (59) substituiert werden,
dann nimmt Y2 die Gestalt an:

für kleine x:

Y ~fz -* 2 ~ \z-

für große x:

s-|-)'

Nahe beim Teilchen (x = y.a) ist ~^~ ungefähr gleich yr=a und

Hegt zwischen 0 und 4, bei ^-Potentialen zwischen 0 und 100 mV. Mit

zunehmendem x nimmt e schnell ab, so daß Y2 in gioßem Ab-

stand vom Teilchen stets viel kleiner ist als Yjj auch nahe beim Teilchen
ist Y2 -< Y!, wenn x klein ist (also wenn ^a < 1); aber wenn Ka > l,
dann ist Y3 in nächster Nahe des Teilchens gegenüber Yt nicht zu ver-
nachlässigen. Es wild sich, dann auch ergeben, daß die Rücksichtnahme
auf höhere Näherungen der Losurgen von (57) gerade bei großen «a
wichtig ist.

In zweiter Näherung ist also die Losung von (57):

„AeT* A2c~£

y — —- — t2-—z*) —^
In ganz analoger Weise wird als Losung m dritter Näherung ge-

funden:
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(61) AV

x3 8
>-2„4x

xe
T

[E(t)

3x

dt.

X X

__ ̂ Ü /*£^(t) dt 4- ~ /'^Efft) ,
8 J t' + 8 J t dt

AV
\ t- -t- -— i —— / X3 3 * ' fi

Der Wert der Konstante A muß so gewählt werden, daß y den Wert —

annimmt, falls auf der rechten Seite von (61) «a statt x eingesetzt wird.

Die Reihe fur y, von welcher hier die ersten Terme angeschrieben
sind, konvergiert um so schneller, je kleiner x ist, aber auch für große x
immer noch besser als die Reihe von Formel (57). Wir sind uns dessen
bewußt, daß die Rücksichtnahme auf diese einzelnen Extraterme îm
allgemeinen keine große Verbesserung gegenüber der 1. Näherung von
Debye und Huckel bedeutet, aber es ist in unsetem Falle nötig, speziell
diese Terme mitzuzahlen, da sie bei größeren xa. von gleicher Ordnung
wie die Relaxationsterme sein können. Vgl S. 361.

Um nun aus den Beziehungen (10) und (13) die lonenverteilung in
der von der Elektrophorese deformierten Doppelschicht zu bestimmen,,
schreiben wii (10) m der Form:

0 =
(10')

=F • grad
9± ~ ' ' 9±

=F (grad ± ~ grad ̂ j z/<7± -f- v+ divu + (u • grad i?±).

Nach Einfuhrung der neuen Variablen x [aus (55)] und y [aus (56)] und
Anwendung der Beziehungen (9) für r+ und p_, (17) fui 0, (54) für^if,
(56) für W und (15b) für u gehen (10') und (13) über in (62a, b und c).

(62 a und b)
eX cos &

dx dx

_e de, dy

z, -f z

dx

(62c)
— xXcosO' DX«cosÖ- + DXxcosO-
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Es ist nun naheliegend, als neue Variable einzuführen:

(63)
__

xX cos »

I = Rîï = —" X cos 0- Ä~ DxX cos>

Von S und I wissen wii aus (22) bzw. (17), daß sie Funktionen von r
allem, also auch von x allein sind. Wir nehmen an, daß dies auch bei Z+
und Z_ dei Fall ist. Mit Hilfe dei Definitionen (63) leiten wir dann aus
(62a, b und c) und (22) das folgende Gleichungssystem ab:

(b4a und b)

(64 c)

(64 d)

Die Funktion

4-> dl dy
äxdl'

_
dx

ur -—
dx

die in (64a und b) vorkommt, kann nach (49a)

und (37') m R, ljf und r, also in I, y und x ausgedruckt werden.

,«. N(64e)x x
__

XcosO-
DkT Am / * , f l d y o r / ld l I\dy J= — -—- Id- . ) Ix 3 - : r

J ~2x l (-=3 --- s hrdx

6«nt / Vx 3 / ƒ Ix dx ƒ \x2 dx x3/dx*y * ' */ v »/ *OT

Es ist uns leider unmöglich gewesen, die vollständige Losung des
Gleichungssystems (64) festzustellen. Wir haben uns daher damit be-
gnügen müssen, die Funktionen £+) J£_, S, I und schließlich U nach
ansteigenden Potenzen von y in Reihen zu entwickeln, wobei die Koeffi-
zienten ziemlich komplizierte Funktionen von x sind. Diese Reihen-
entwicklungen sind schon nach einer kleinen Termzahl abgebrochen,
so daß unsere Ergebnisse in erster Instanz nur für kleine y, das will be-
sagen, für kleine £ gültig sind. Prinzipiell ist es jedoch möglich, nach
dem hier angegebenen Verfahren mehr Terme der Reihen zu bestimmen.
Dies eifordeit allerdings enoinie Rechenatbcit. WH haben die Reihen
nur so weit fortgesetzt, als es zur Berechnung des eisten Teims eiforder-
hch war, der den Einfluß des Relaxationseffektes auf die Elektrophorese
beschreibt. Der \Veg, den wir hierbei beschriften haben, ist in großen

Zügen der folgende:
Indem wir die Gleichungen (64 a) und (64b) voneinander subtra-

hieren, (61) und (64c) verwenden und e-z±y entwickeln, finden wir

fur S die Differentialgleichung
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d*S , 2 dS 2S

dx
! + 4) + ...
x x8/

(z—

Bedenken wir nun, daß die Reihe für I mit einem Term beginnt, der
pioportional y° ist, wahrend die Reihen für S, _£+, Z_ und ur/X cos #
mit einem y1proportionalen Term beginnen, dann können wir das folgende
Schema aufstellen, um zu einer Losung des Gleichungssystems (64a bis f)
zu gelangen. Der Reihe nach werden die Losungen bestimmt von:
A. Ï aus (64 d) m 0 Näherung, also unter Vernachlässigung von y, fuhrt zu (66*)

» » » „ y2 » » (68)
». ,. » » y „ „ (70)
» » » „ y » „ (7l)
» » » » y » „ (72)
„ „ „ „ y3 „ „ (75)
» » „ „ y „ „ (76)
,, „ >, " >. y „ „ (78)

I Danach werden die Losungen fur S, I und £+ m die Randbedingungen
eingesetzt, um die Integrationskonstanten festzustellen, was zu (87),
(89) und (91) fuhrt.

Schließlich wird (in Anhang B) U in dritter Näherung aus (64e)
bestimmt, oder etwas einfacher aus (48 b), wenn fur x dec Wert oo ein-
gesetzt wird.

Bevor wir hïeizu ubeigehen, schreiben wir (64f) noch einmal an,
und zwar mit Inbegriff aller Terme der Ordnung y2 und unter Vernach-
lässigung hoheier Potenzen von y. Wir finden dann:

B.
C.
D.
E.
F.
G.
H.

S
I
2±

u

S
I

s±

„ (64f)
» (64d)

„ (64 a, b)
„ (64e)

„ C64f)
» (64d)
„ (64 a)

„ 1.
„ I.

«1-
„ 1.
„ 2.

., 2.
„ 2.

(65) ^
dxa " ~ x dx

+

f ^ A2e~2!C

(z_-z+)2 -4

Ac~
x Idx*™ Vx ' x».

1\ 3^,„ Jdl
x3

- 0"
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A. I in 0. Näherung.
Die Lösung von I aus (64d) hat die Gestalt27)

x x

(66) T _ w „ , B ,

Da S von der Ordnung y (und höher) ist, enthalt das Integral in (66) nur
Glieder von der Ordnung y oder einer höheren, so daß als 0. Näherung
für I (66') gefunden wird:

(66') I = x+-|.
r-

Die Konstante Bj = l gesetzt, da I sich dem Werte x nähern muß, wenn x
sich dem unendlichen nähert [vgl. (63), (56) und (17')]-

B. S in 1. Näherung.

Um S in erster Näherung lösen zu können, schreiben wir (64f) unter
Vernachlässigung aller Terme der Ordnung y2 oder einer höheren an.
Die Terme mit ur und £+ kommen dabei gänzlich in Wegfall, so daß
(64f) übergeht in

,™ d^S , 2 dS 2S 0 , ,
(67) TT + -J 2 — S - f ( z _ — 2Hv ' dx2 x dx x3 x ^

Die Lösung27) ist

worin P und Q Integrationskonstanten sind.

Nach Durchführung der Integration ergibt dies

(68) S =

Q muß gleich Null sein, da sonst S unendlich groß würde, wenn x — > co.

C. I in 1. Näherung.

Indem wir diese Funktion S in (64d) einsetzen, finden -wir die Diffe-
rentialgleichung

d«I 2 dl 21 _ l 1\ _x , , , . -x /l , 3 . 3 \ ,
+ (z_ — z+)Ae - -f- — -f 7-= )+x ' V 2 4x 4x3/(69) £+*_«_«. p (»v ' dx- x dx x2 \x

woraus I isoliert werden kann.
_ —z+)BAe-X l
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+ (2_ - ,+) BAe- (̂  _ jL + i + £ E (x)).

D. Z.), und J?_ in 1. Näherung.

Mit S nach (68), I nach (70) und y nach (58) können nun aus (64a
und b) Lösungen für 2+ und J?_ gefunden werden. Die Differential-
gleichungen für 2+ und 2L werden:

dxs x dx

(z, -

± _*± j /l _1
2 "f~z++2_ r \x ~*~ y?

-*

- - _
4x ̂  2

Ihre Lösung ist:

(7l) ^ = ClX + §±

z , (2 — z .)o, _±_ir_ _ ±1

± A

Q muß gleich Null sein, da S+ und ,T_ sich für x —
C hat für beide Gleichungen denselben Wert, da S+ —
keinen Term enthalt, der 1/x2 proportional wäre.

E. ur/Xcos$ in 1. Näherung.

Die hier gefundenen ersten Naherungslösungen für S, .£+, S und I
werden nun in (65) eingesetzt, um so die 2. Näherung für S zu bestimmen.
Hierbei muß überdies noch eine erste Näherungslösung für ur/X cos $
gegeben sein. Diese wird aus (64e) gefunden unter Benutzung von

W - !«*+!
und

- co Null nähern.
L = S und da S

(58) y =

™cht *
22*



340 Kolloid-Beihefte Band 54, Heft 7—9

^ -r =—T Ac""a BAc-Vï
N ' Xcostf 6 T 7 j i | l xa xz \8xa \Sxa 24

-
48

BA
4

4- Ac (3+ 3xa -

+ BAe~'"G -a + w-So + m+ w!E<»>)

80 SO

Für x—> co wird u r/Xcos^ = ~U. Nennen \vu noch den Koeffi-
7ienten von 1/x3 in (72) F, dann kann (72) in der Form

(72')
X cos •&•

_ , F_3DkTAe-x f / l

120x 40 + 240 240 12

geschrieben werden.

F. S in 2. Näherung.

Indem man die Werte A on S aus (68), 2± aus (71), I aus (70) und
u r/Xcos# aus (72') in (65) einsetzt, wird die definitive Differential-
gleichung fur S gefunden.

2S „ ,

7 4 1

l . 5
-̂  H"s

l 1 1
••*"? sH~ iö\3 6x2 12x
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* - + -+ —+

4- (2+
2-2+2-

2 , 0 ,

:~FAe~x 4+4

-g- 3DkT
A8e^

_
240

_ _
60x3

1 12 \xs ' x 20 20^

Aus Formel (68) erhellt, daß in einer Lösung eines unsymmetrischen
Elektrolyts (z_=j=z+) schon in 1. Näherung Relaxationseffekte gefunden
werden, wahrend diese Effekte bei einem symmetrischen Elektrolyt erst
in 2. Näherung zutage treten56).

Wir werden daher von dieser Stelle an die Berechnung in 2. Na*herung
nur für symmetrische Elektrolyte durchführen, also die (z_—-Z4.)2A2e~2x

proportionalen Terme weglassen. Die (z_ —z+) PA e~2x proportionalen
Terme weiden vorläufig mitgerechnet, da wir bezuglich der Größen-
ordnung von P nicht unterrichtet sind (siehe jedoch S. 355 und 356).
Indem man weiter alle Terme, die (z_ —z+) PAe~2x proportional sind,
in einem Term vereinigt, kann (73) noch in etwas mehr gedrungener
Form geschrieben werden.

d3Sj_ 2dS 2S <f \r r \ r— -a + — - --- i"— S =V (x) = — (z_dx- xdx xa ^ ' ^
A -*/l i 1\Ae (- +—

\x3 x/

JL12x

°s) S ist ja propoitional der E\traladungsdichte in der Doppclschicht und daher
als direkte Ursache der Relaxation an2usehcn.
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2x 14 , 8 . 4 , „/ 4
J — ~f- -!- -4-

5 *4 *3^

worin

(74) G* ̂
t2-},-r z_)

J.~ 60 x2 60

und

-f

T =

Die Losung fur S ist dann gegeben durch27)

* i'\7 et\ fc2 f / 1 l'\ Ï/1 i 1
2 J V (B - P { (Js- f) e (-, + -

was nach Duichführung der Integration und Berücksichtigung der Tat-
sache, daß Q = 0 [vgl. die Anmerkung bei Gleichung (68)], ergibt:

(75)

*— 2 x | *

3 ' 3"

3/1
'4 U*'
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+ BJe-2x 143
15x3 180x2 720x ^240 ' 360

,96xä+96x + 6~T44~~3
6 /l . 1\ x~ , v . 87

G. I in 2. Näherung.

Dieser Wert von S wird nun in (64 d) eingesetzt und liefert eine
Differentialgleichung für I, deren Losung wieder nach Formel 66 ge-
funden wird.

(76) I =

_/7,2_ -4- z- T^ z

24 48,

2ïBA2e~2rf- ^ J3/i c j
- 4.
TO" '

45

x î ï " 540 \x2 ,_JIÜ_Ïi-fiÄl160 \x2
1\

Ix/

+ + e* E x -

BÏ^/JïL + Jil — lf? ?L-L/JI,4__Ü
'üje \ 90x3 ̂  720x 720 360 \96x2 ̂  96i

_ _ .
12 720 360

96s

16xe2
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H. J?+ und JT_ in 2. Näherung.

Die nun eihaltenen Beziehungen für 2+ (71), S (75), I (76) und
Uj/X cos 9 (72) werden in (64a und b) eingesetzt, was für 2+ und Z_
die folgenden Differentialgleichungen ergibt. (Terme, die proportional
(z_— z+) A2e~2^ sind, werden vernachlässigt.)

d"S, 9 dZ, 22,
(77\ ±4- ± * !v ' dx2 x dx x2 ^

_ x / 2 2 1\ 2+2 — 2x/2 4 4 2\

Z4-3 . _o x / 2 . 4 4 2\
% i_ "T* 2 \2v X X X**/*f» «- y

2j_Ä n / 3 *l 7 1 1 1
~T~ i "D A ^ -x 1 1 1 I ^

r ~"

+,V*+i-l)''E«h

__ z± tz_ — s.p -X/3 3 , 1\ 2±(2— ~2+) _JC 1 __
V+2- ° W 4x 2,1 z+ + z_ e 2x*

- z±JbzM PAe-*U + I- |(I + MexE(x) +
z, +z x3 ' x3 4 \x2 ' x/ " J '-t- — ^ \

±^±_J-___^i_ r- A2e-atj_ 4. ̂  — -^ 4. -JexE (x) 4-

Z+ Z_ ^ X

/ 3 _i_ 3 .̂  1 X \ X T ; / ' \

~"l32x2"h32^ + 24~48j e ^W"

11/1 1\ x c , N 27 /l 1\ ^ T J / D \1 -p

2± G -x T
 z± H ~x 1 z± Te-2X f 1 . 1 ,

Z++" e 2^Z' MeC X
2++3V 1 e-El i
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1 1/13 "1 O1 *1 -v»1 14d 121 . 1 , x
15x» 180x2 720x ' 240 ' 360

* / 9^ OF1 1 v v2 i ./ f"j . aö ] J - x l 3 l T ? / \

\96x2 ' 96x ' 6 144 360/ C ^

i _ZE- .-.-., PAe~2x f— 4- — \— a~ ä

z^js -i /l 1\ 2-i-2 -x /2 2\ " ^2^z~i-i '^r xs+ • 'f '+x^^l/r+u+^ BVe-*/« >u
*+«+" _/ l 1\ + z+"s+ -,/l 1\

—1— fr» - 1 T \ c " 1 ^ * ' % " - " ^ ^ 2 ' -v/ ™i™ /'T ,J_ T \ c ™ " ~~ \ ̂ ^ ' v' / "^~ EIÄ i T~ ^_J ' V.*1 / \ -L *^ —r * *»*

z±e± 3DkT . 2 -2x f 1 2 1 7_
~*~ (2. + z_) e OÄTjt ** " [x5 ' x* ' x3 '

- L - ß M j - 1 - ! - 1 - ! - 1 9 i 4 -1 llox5 ' 12ÖX* ' 60x3 ' 240x3 * " 240 '
1 / 1 1 1 X \ i - \ I

_ r _ l 4 - l e E ( x^ I > 0
; ~*~ 12 \x2 ̂  x 20 20/ ')

Um bei diesen langen und unübersichtlichen Formeln den Zu-
sammenhang mit der Wirklichkeit nicht ganz zu verHeren, ist am Rande
jeweils angegeben, welchen Termen aus Gleichung (10') auf S. 335 be-
stimmte Terme in (77) und einzelnen der folgenden Formeln entsprechen.

Die Losungen der Gleichungen 77 lauten [wobei die Bemerkung
hinter (71) bereits berücksichtigt ist, daß Q = 0]

(78) £±= -3T k"1*'

3 3" r *2+ _2x / 1 J \ 2+ A .j _ 2 x | 3

' *r -L T "** """ l 9 \3 J 9v^J — *" v -I- >r ^J * * *" I ^Ov*Z i T^ Ä \u A £j A / ^ i ^^ ^ 1 »i V A

OUîi 4OX ioU^* 4y 4O J.« ^* A / 1
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2 4- x' / 1 1 \
i Pe l 4- — ) 4-

^X-X^lm X*E+ "iT I 3x 3 .2++Z_ '"ili- j 4 \jS T xj<- J-W £^2 SJC mOÄJ|-t-

2++2_ " C |4X«~'

y z± (2+ — z+2-+z-a) -g ^sc-2x f 23 . 1 47
1 . 2+-j-2_ " |72x2 ' 720x 720

. +äö+D-B«-ÄÖ-^'H±

1 1 xex
E \ 2+ T - S x J l ,

=F-Z± BTe-Sx! 83 4- 137 143 x 4-2+ + 2„ J- | 90^B ' 720x 720 360 '

, / 41 41 1 17x x a \ x p 16xe2*p .

lis \X" x/ 32 \x x/ j
2 r __ n „ 1

, ^ __ __*^_.|. "p A Ä i

4_ JE±!_Ae"xf-4-I^ 2±3 B A "V1 1 4-

+ — *

't
'-.
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Z, s j,„ 1 2 , 3 „_ / 1 •]
-r ± ^e~

dx * i ± BA2e™ l 11 z
+-i z„" " 4x2-L2, -f z_"" " Vox4 lOx3 '

. i 2 x

iöX J.OX iD XÖ ƒ

T
 2±e± rMe"*/1 1 1\ I uv

+ y
z±e+ _x / 1 1 l 1 xe* , , \__

~L(2+ + 2jEJ'"*' V4x3 i2x2 ' 24x 24 24 *" V"V ''

2±P± 3bkTA2 „2x( 1 / 1 23 . 1 ;
; (Xi_ + 2_)Ê 6jTï7c e 4x3 ' VeOx3 ' 720x2 ' 180x

T~ *~' 1

7 4se / l 1 1 se \ T** \ 1
144 45 \~~* ' \24x2 ' 24x 48 240/ C *XVj"

Hiermit ist dann die lonenverteilung (^+ und .£_), die Ladungs-
dichte (S) und der Feldverlauf (I) rund um das Teilchen in Bewegung
bekannt bis auf die noch genauer zu bestimmenden Wefte der Integra-
tionskonstante P aus (75) bzw. (68), B aus (76) bzw. (66') und C aus (78)
bzw. (71). Diese müssen aus den Randbedingungen an der Grenze
Kugel/Flüssigkeit bestimmt werden. [Die Randbedingungen im Unend-
lichen sind bereits verwendet zur Feststellung der Werte der Kon-
stanten Q aus (68), B, aus (66) und (^ aus (71).]

I. Die mathematische Berücksichtigung
der Randbedingungen.

Aus den Randbedingungen 4, 5 und 6 von S. 299 kann das Feld
innerhalb der Kugel und eine Beziehung zwischen den Konstanten
P, B und C bestimmt werden.

Wenn das Potential innerhalb der Kugel (<£, 4- W^ und die Ladungs-
dichte auf der Kugeloberflàche a = ne/4?ra2 genannt wird, können diese
Randbedingungen bequem in Formeln gefaßt werden.

Bedingung 4: (3* 4- *P)r=ia = (<&t + *Pi) E

/g \ /a \
Bedingung 5: EM^- ($ -j- ?P)], ft— Ö, x-(<Z*i+ 3=*!)) + 4jr«.

\tJt /r ** ** \& JT / r ** *

Da im Ruhezustand D (-5-) =D,('-Î.— ] 4- 4n;a und^,= ï7,,— ^ ,
\ or/rt=a V Ot /r=a

[vgl. auch (47)], können Bedingung 4 und 5 reduziert werden zu

(79) 0 D — (<ï>t) = und D( a - l ~ D, [-^ \
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Inneihalb der Kugel ist die Ladungsdichte ubeiall gleich Null, also

A®, - 0.

Das Potential innejhalb der Kugel ist also gegeben durch

(SO) #, = -X(Lr +

Der Koeffizient M muß Null sein, da sonst das Potential im Kugel-
mittelpunkt unendlich groß würde (Randbedingung 6, S. 299), daher

(81) 0t = — XLr cos &.

Aus (81), (79) und (17) folgt dann sofort

La = Ra und

(82)

= D,L oder

R,D(T) -*-•\dr/r=a a

Nach Einfuhrung der neuen Variablen x = xt und I = #R eigibt sich
aus (82)

(82') D (

Indem wir m (82') den Wert von I aus (76) einsetzen, finden wir eine
Beziehung, welche die diei Konstanten P, B und C erfüllen müssen.

Die beiden anderen Grenzbedingungen (7 und 8 auf S, 299) sagen
etwas über den Iransport von Ladungsträgern (Ionen) zur Grenzfläche
aus. Wir wollen uns hierbei vorlaufig auf eine isoheiende Kugel be-
schranken, \\ahrend im V. Kapitel auf die Berechnung der E. G. einer
leitenden Kugel eingegangen ist. Bei einer isolierenden Kugel muß im
stationären Zustand der Transport von Anionen und Kationen über
die Gien7e Kugel/Flüssigkeit Null sein. Nach Formel (5) wild der Ionen-
transport von den Vektoren t+ und t_ bestimmt. An der Grenze von
Kugel und Flüssigkeit müssen dahei die r-Komponenten dieser Vek-
toren verschwinden.

( n , ZJ.E V'r \
— -—grad($-j- W) ~ grad n++ n+u =0 und

P+ 9.). /

/ n-z_s feT \
r-Komp. voni H grad(0+ <I>) gradn_-f n_u l— 0.

Indem man die Beziehungen anwendet
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(7) - n± = v.J. -f ff±

und die Tatsache berücksichtigt, daß u am Kugelrande Null wird und
<3aß Terme, die ograd0 proportional sind, vernachlässigt werden dürfen,
können die Randbedingungen folgendermaßen angeschrieben werden:

(83)
ff±2±6

dr
0.

Durch, Einfuhrung der neuen Variablen x (55), y (56), I (63) und S± (63)
können diese Beziehungen umgeformt werden in

W (e^ty|-^ + 2-)^±s: „±

was nach Entwickeln der e-Potenzen liefert;

(84') "-- Ae~X - ^'AV*\Ä

= 0,

In diese Beziehungen werden nun die Werte von I aus (76) und £4.
und S- aus (78) eingesetzt, wobei alle Terme, die den dritten oder

höheren Potenzen von A~ proportional sind, wieder vernachlässigt
s

werden57).

Beim Ausarbeiten fallen viele aus dem Term ~ hei vorgegangene

Terme gegenüber denen weg, die aus dem Term

dl
dx

z z 68) ent-

stehen, was die Formulierung der Grenzbedingungen merklich verkürzt.
Entsprechend der auf S. 341 eingeführten Näherung sind wieder die zu
(z.~-z+)A2e-2x proportionalen Tei me weggelassen Aus (84') sind so
die folgenden Beziehungen abgeleitet, worin fur x der Wert «a eingesetzt
werden muß.

57J Hierbei ist berücksichtigt, daß die Konstanten C, U, G, F und H selbst auch

von der Ordnung A- - sind.
58) Es erhellt ja aus (64), daß I einen Term xJdx/x4J"x3S d\- und 2± einen Terra

j t_xfdx/x4fx3S dx enthalt, welche beiden Terme einander in (84') gerade
z+ 4* z- J J

aufheben.
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-* n -i 2B
0 0 — 1 r a-a+y^ß-s)*

7J_
2BA2ez CA e-2x( l

_ L„(-L
12K Vl2x

l e*

3 . 2+ -

3 . 3

2z± ÜA e
29 17

dt ÔÏ '

flox

P± x / 3

2x3

23

-
I8x3 36xa

1 1 l

Es eigibt sich, daß auch alle 2U PAe~e=t proportionalen Terme einander
aufheben, so daß die beiden Konstanten B und C aus den beiden Be-
ziehungen (85) bestimmt werden können. Mit Hilfe der dritten Rand-
bedingung (82) kann dann auch P errechnet werden.

Overbcek, Theorie der Elektrophorese 351

Zwecks Erlangung einer übersichtlicheren Formulierung für B
und C subtrahieren wir die beiden Gleichungen (85) voneinander und
finden so
/o/.-, n l(86) 0 = - (2+

,(2+ s-JBAer*^

. 2 .

-)2 2C

+

+ (Terme der Ordnung e~2x/x2). ƒ

Es ist nicht notig, die Terme der Ordnung e-2s/x2 weiter au$2u-
arbeiten, da C in der endgültigen Elektrophoreseformel nur in 1. Nähe-
rung bekannt zu sein braucht. Aus (86) folgt nach Substitution von
x — «a

'2B
24 48 48

»Ve'-a^, x\ï.~T8-E(,a))J.

Obwohl diese Form für jeden Wert von #a gültig ist, ist sie zur Aus-
rechnung nicht geeignet, wenn «a viel großer als 5 ist. Um auch für
große Werte von «a die Form

, . . . . .
24 48

„_____ H
48 48

mit ausreichender Genauigkeit berechnen zu können, wird die auf S. 333
genannte Reihenentwicklung für E(x) zur Anwendung gebiacht. Mit
Hilfe dieser Reihenentwicklung wird dann für C die Formel (87') ge-
funden, die für große Weite von ^a gültig ist.

Da hingegen wohl von B die Beitrage der Ordnung e~2x/x2 bekannt
z+

sein müssen, weiden die Gleichungen (85) mît - ', - (Kationen) b^w.
z_

— — — (Anionen) multipliziert und addiert, wodurch der Term
T "™

~ _ ^ der eine Unsicherheit der Ordnung e~2x/xc enthält,

wegfallt. So entsteht die Beziehung
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6 \S X_ ƒ " " " . . . . .

\~-i- Z.J.Z.— ~\~ Z — y /l C 1 "j -p „3 "T -.3 ( " ' . . ; " ; i , _ . - ' • '

A o— 2x' 1 1 . 1 1 :

.2x • \Ux ia/ \ . - . - • ' • " ' • " - .

2 , 2 Zj.2 ~4- 2 \ A^C ~' ( — i -r* "U ~f~ "öl "T" ' - ' . - • • • ' ' •

/ Q -t '1 1 ' <»x • \ ' .
(* -r - ïRA^/ * 'U- l l 4- - 4- E6r1l(2_ z+)BAe l^ + fes 12^+-12x + 12^XV: = ,, ;

(z^2^ + ZJ)A^-^

' . , . J.OX J.QX _ J.Ö ' , / . ' • ' , ' _ ' ' ' • • ' . . "

i . - - • ' . - . - - x ' * , ' \ ^ - ' " ' •

f z t - i - 2 ) s ^^^ \4xJ ISx3 24x2 24s 24 / : "

* A ** *fci— JC 1 O ] * • l "Q / f 1 -•

• ; ; • : ' ~ - ' . ' 4. - x 4„J? "__L4-'^EcaxV'4-^ • " ^ • • - ' ' " • ' " " ' " • ;/'
'' .' . ' - . " ; • , . "•" 36x2 "*~ 720s 2 4 0 - 4 5 . - . .' - . - , . . ' ; . '

•'- ' . . ' / l 1 , 1 1 • X \ xp / \ \1

vir nun für x «a, für C den Wert aus (87') und für U und F die ;

us C72"l einsetzen und die p-leicharti?en Terme zusammenfassen, ,
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können wir die folgende Beziehung anschreiben, aus der B zu errech-

nen'ist;1 .. - ; ' . v . • - ' " . . • ' : . . : • ' ..- :
; . " ' ' • ' - " • ' . - , ' • . ' " • " • ' . . • ' - / ' • " • .

(89)59) 2B.'L V /- \ /! " « • * * » * ' «3a3 x^e^p^ \ - '. "
Xsa3 | *• -r V2- z+^ya^ J2+ 24 24 24 ß(»a)j.-f- - -v

' "̂"1" """ ' ~ "a '20 ' 60 ' 180 ' 90 45

"-i-*j ja \2x3ä3 6x%2 ' 12xa 12 12 "*̂  ^****j' / ^ ^

: X V 8 24 _ ' 48 48 48 E W j ^~

X4o* 't/^^a^ /v^'o* 4>9o^\ « r \A . y„ a. /x d x A \ xa -T^ x v \

Z-I-Ç+ + 2— P— DkT 2 ;/ 3 . . • 1 1 1

' (z+ + 2_)£ GïEïjE'73 \4x3as ' 12x2a* 24xa ^ 24 '

xae**"p v' \W**a*' «5a5 , x6a6 x'a7 xsd8 x9aVÄ„ . V
1 24 ^/i 10 40 ' 120 240 ' 240 ' 240 fc(xa)J~r-

(Z++O 6*7ï<^* \ 40 ' 12 ' 24 ~" 480 160 '

••-'- . - • - - • •- ' . • . ' " - * ' - - . • . , - •••: .- :- ,:-:- • - '

t . . • \ ^' J \x*3? . ' "a/ y -T , . " " . .̂  . . . ' . ' Ja V2xsa2 ' 2xa ' . • j9r. . Ör * - . - ' , -

4- y T? v 2 / 2 - 1 ' -Î- ^ '• 1 xac F /vfllW»« ul vSoSV i_- 7 •• ' • ' -1 --i-- >a torsos fiv2fla ' I 9 v a 19 io - n («an ^a -j- xf a ̂  verschiedene
*« * * • UÄ •*. iii « a IS 12 / . •.

2+P++2-P- DkT „/ 2 2 "/"A -/''"i- -'V-'...* ' :: •" '-"•/•••;• '"•" -."';.'"- - ; ' . • • . . • ; - . . " • ' •

(z +zj* ßj tTjf^ 3 \x*a«."'~ xä T V • • - : i i - > " :- i ' i ' ' -"- '"- : ." ' ' • ' • ' - - ' "'•"" - - • " > ' • ' - -up- '-•- ' • '--V'

(2++zj£ 6j t j j*^ a \4x3a3 ' 12x3a2 ,24xa ' 24 ̂  -'--. .: : .•- '-.-; ' .-' - -•--' - ~ '.-.

•• . z^. p^_ -j- z— p— DkT ' » / 9 ," 3 \ : ' .'•/•""••••" • 'ƒ• '• ' • • " = . ; ' " • • - • ' ~ •;"--•'• --'...i •'";.' " ; ' ,~ , ",'• -'- ~ ':•„ '"' '•;', '

Auch hier ist es wieder wünschenswert, die Reihenentwicklung für E(x) - J/,;^-. - >

5B) va = -^~— VK. höheren Terme aus (61) dürfen hier vernachlässigt werden^- :- r :Y.,= :-- • -- :
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anzuwenden, um B bei großen «a ausrechnen 2u können. Hierfür er-
ibt sich dann:

57 93

10_ Jïp_ _ 420
>a*-rxea« X7a7'

a2 5xa t _ 105
_J\ i - • •'- '"Z, •'- —T" iO —

9 75. _^ _j_ 330ÖÖU t \

«sa» ""/"

30
^z+ + z_) ï

X /^-3_3vX l 2 ÓA

T-. Q-r 4- Z_ p- DkT r 2 /'_§ 9

-168".

765 2091

—. i

10 60 420

(2+ + 2_) Î
> a " a*

30

X

2 ^ ^ • _ _
G e + T - i . ) * 6s^ty* \2xa" i" 4>a

Aus (89) und (89') erhellt, daß für sehr kleine ya (also für sehr kleine £)
2B/^3a3 ungefähr l ist (entsprechend dem Wert bei Henry6) und daß
bei größeren ya Korrektur ter me proportional ya und ya

2 hinzutreten.

Es lohnt ferner die Mühe und kann zur Verdeutlichung beitragen,
aus der Formel für B, die, wie wh gesehen haben (S. 327), unmittelbar
mit dem Moment in der Doppelschicht und. der dielektrischen Kon-
stante des Sols zusammenhangt, die Terme herauszuheben, die für
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^a — > 0 und «a — »- co den bedeutendsten Beitrag liefern. Wir finden
(90 a) für «a — »> 0:

-T

(90b) für
2B ..

co:

*r , y

, 3
4xa
9

Der Faktor z+e+ zrgr — hat ungefähr einen Wert zwischen 0,1(z+ + z_)s 6w?]8 ö Vs*
und 0,5. Es ergibt sich also, daß alle Terme zur Korrektur von B in- «a
von derselben Ordnung sind und daß es daher tatsächlich nötig gewesen
ist, all diese Terme zu berücksichtigen.

Nachdem jetzt die Werte der Konstanten B und C bekannt sind,
kann mit Hilfe von (82) auch der Wert von P errechnet werden. Dei
Vollständigkeit halber wollen wir diese Rechnung durchführen, obwohl
die Kenntnis von P zur Ausrechnung der E. G. nicht erforderlich ist.
Vgl. S. 356.

Zu diesem Zwecke wird I aus (76) in (82) eingesetzt. Dabei genügt es, nur die
TermeJO. und 1. Näherung 2u berücksichtigen, also alle Beiträge proportional y»2 zu
vernachlässigen. So wird gefunden:

i + i - i _ |; E

. +<*--

Für 2B/K3a3 -wird nach (89) in 1. Näherung eingesetzt:

2B . , . 2 , 2 l ya j-'a» ' »

Dann finden wir fur P:

pe-xa D <*--*
(91)

D I 3 3 3 , 3 xa x'a*_,_ ,
«T"'" "je"1

c./
ty

Näherung für große
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e

3 , 31 45

Da so gut wie immer D ^> D, ist, ist Pe~M/xa für kleine bzw. für große xa von der
Ordnung ya bzw. von der Ordnung

B. Die Elektrophoreseformel.

Zum Schluß muß jetzt aus der Gleichung (48b) von S. 310, die wir
auch in der Form anschreiben können:

(92) U
X

DkT
-
dx

nach Einsetzen des I aus (76) und y aus (61 b) und unter Berücksichtigung
der in (87), (89) und (91) gefundenen Werte für die Integrationskon-1

stanten C, B und P die definitive Elektrophoreseformel errechnet werden.
Hierbei wird auf alle Terme der 1. und 2. Näherung (proportional ya

und ya
2) Rücksicht genommen, wahrend die Terme der 3. Näherung

(proportional ya
3) zum Teil mitgerechnet werden, nämlich insoweit

sie für einen symmetrischen Elektrolyt nicht Null werden. Also werden
Terme vernachlässigt, die proportional (z„ —z+)ya

3 und (z_ —z+)2ya
3

sind.

Beim Ausarbeiten der Integrationen entstehen zwei (z_ — 2+)
Pe~/aya

3 proportionale Terme, die einander gerade aufheben. Überdies
ist jeder dieser beiden Terme an sich bereits proportional (z_ — z h) ya

3

[vgl. (91)], so daß sie vernachlässigt werden dürften. Es ergibt sich also,
daß, wenigstens in der von uns durchgerechneten Näherung, der Wert
der Konstante P keinen Einfluß auf die E. G. hat.

(93) bietet das Ergebnis der Berechnung des U. Zwecks deutlicher
Herausstellung des Zusammenhanges mit der Elektrophoreseformel von
Henry ist hierbei für kTyJe der Wert £ substituiert, wahrend der Zu-
sammenhang zwischen ya und A aus (61 b) abgeleitet ist.

Am Rande ist angegeben, aus welchen Termen des I die verschie-
denen Terme von (93) hervorgegangen sind, und außerdem, wo es sinn-
gemäß war, welchen Teilen vort (10') auf S. 335 die Terme von (93) ent-
sprechen.
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(93) U
x : 2B

16

5x3a3 x*a4 , xsa5

"96"48 96
xV
96 +

. . 2B ƒ*«"„, x(z_ — z+) ya -g-j j —j— E (xa) —
3xa

X

X 16

(2_-:

6x3a3 x4a*
"96

vollständig

yinl.Nhg(54)

t —?-

yin2.Nhg.(59)

48 96 96

M f ̂ a2

«V l 60
f x2a2 l,
l 60 "2

17x6as 83x6a«
r" I ^ J A oöon l"

/xga3

U*

s 6 6 *
64 192 384

64 192 384

_xV\ F
384Je J

_
32 384

**8

a_n /
84J ./

T — —* — j

(
2B

x3a3 288 160 ' 640

5760

~96~~

ila*4
48 n

3840

288 576 576
K V6a5 vBo^ v' «'\ i„«J X <t X it X i 1 4i*3

T44""~ 288 ~ 288 J e

a AxE(4x) /x«a» *«a«\ va A^E(2x)dx| ,
J x aX \48 576 )C J ~x~~

l xa x'a'e

28 /xäaa

„E

8'* I höhere
Tenne

yinl.Nhg,

dv a*
0r »r

45
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„ ( „ „ , 2B /x3a3 x*a* , x5as xflatt

_2 +z_y a2jxa + x%-H-x3-a^g 2Ï-+ 48 48 . , - " . . . .

x'aV* ̂  , , U i 1 , 31xa x^ x'a' xaexa , ._- ;
"48" E <*a) } J60Va Ï2Ö + 180 180 + ~W + 12 E W * . ;

. , /«2n3 it*a*\ ">»-i 1 • ' . • - . - ' • - - .

, . . . .+(!r + ïr)e E^> );+- - :

. ' " , , , ' • " , ^ , f l . 3xa , 91»V *»a» . , SxV , j
+ (*+ ^_ + z_)y a ,|60+160 + 480 320 1 320 1

, /x2a2 9x3a3 9xfia5 s«- ,~ , 1 .
+ U-+..16 + 320e E < 3 * a ) j . . . :;. : , ,

,. „ 2B |7x2a2 19x3a3 . 1823x*a* 51x*a5

^+ --K- 1 "- n* x3a3J2880 2880 ' 11520 1280 v >

9x*a' 27x'a' ^aV^, 28x^a^a ̂ ( . , V-."'-'^ ̂
"2560 2560 . 192 ^(*a) . . ,45 :-Sf^:T- ; • . • " • . ' : -V;..,,:'.::;/:;.

" -• ' /9xv • 8ix6a8 . 8ix8a8\ 3*aTj',si '^1-v-1 - •":!" " ? • - ' • ? - '7. V-'- ' - . . >'"-•; .- . :
. : +\16Ö ""640"^ 2560 J6 ßV»*a; j - r j - . - ;,: ;.: ..-;- .,--.. :v ̂ - .^r _^-- ?

' y .z+ e ++z_e_DkT' 2 ) i j_ 2B /"*** i5*'a* x»a«_, icsa»;'".::-.. ":: ; • , ; - " • . " •
1 (z . - | -z ) £ 6n?jsya ! l x»aHl6 48 96 ! - .96., . ; . . - ,

_f^_^e»E(,a)Hi-?-^E(2xa)l^;::; V M , :
A 8 • 9 6 J y ^ ' \\B 4 2 x /| ;.v.;;. -•, ; , . . . •

z-j-e-j.-fz-0-DkT 2| a a; j _ „ 2 ^ 2 _ u ' " ' • - " - . " ' : - <Y-- ' "v ;:v ' " • ; • . • ' - • "• T'— . — ____ y * / 3 -j- axa -f- » a -(-.-• .-. . . . , - . -.. ..,: , • - - , - : ,
(z-i-+ z_ ) £ e^Tje-' 1 '- . • - : . ' . . - . - • ' • . . • / v/. - -v • • • • • • • ; ; • •

• 2B /x3a3 x4a* , x5a5 x6a6 . x7a' x8a8ex c /-„^\ | y: : -'' '
•Tx*^10" 40 + 120 240 ' 240 ' 240 . > :*, j/J; - -;>-/:-;,

' v J 1 xa x*a» x»a» x'a* **&**&'( xal- : " "' • ' ' • ' ' • V ' - ' •' ^
^ |120- .40 90 ' 90 . 4 5 2 4 . - . V ' . / ' . . -V- , . • ' • / .

; ' - " • ' , : ' - ' " " ' ' : ' ' ' - ' .2v5,se2*a ' : ' • i ' . . - - - - : • - - - . - • : • • . . .-;-.-•: '^x a e E/OvaU 4.
' ' :- ' • • . . ' . • . . - . - . • 4 5 -> 7 . ' . ) • . ;: , / • • • ; -,•

z+p^ + z-9-DkT g i l 9xa . x2a2 _^ . ' .' , - -" .
' 1 (z+ + Z-)8 6^ya \40 '80 -80 L-, : • , . ; ; ; • : : , • ; / ; ; > • . • > ;

: - ,3xv 9x%* fî^ + w^^Etiyiï 1 + - ";; i : -"-- : - . :^ •--
_.+ 160 160 1 8~+ 160 r ^ ' l , ; . - : :(:S 'J \:^ ;•

z+0+ + z_p_DkT o 2B l xV 611̂ 4 6913x^ ..; :. . -,
+.~(z+ + 2„)£ G.-r7)65a x3a3 |l200 "~ 38400 115200 ', . : ; ; • , . . . . ; ; . .

I73xea6 559xV , ^x*a4 47x6a6
 L >6a6 ^^\^ F VwaV—

' + "76W ~~ 76800 "*" U28 1920 ^3840 1920^ ,.... .^ „ *- . . . . . . .
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2x5aSe2xa p « v , /27x'a* 45x«a6 659 ««a»v 3xa fi. (g ' _:
15 V-^41^ ~ \ jas 256 ^tibUU / '

- • ' '- '• . . - - • * » ' ' ' " . ' . _ ' " ' "
; ,-" . . . /s*«*« . «^••\>. re-

2xE(X) dx n«)
. 1 64 + 960|C J ..• s . IJ

' - - , '. * . CO L '• . ' "- - . - *. V

Werden nun unter Anwendung der Reihenentwicklung für E(x) (vgl.
S. 333) für die einzelnen Terme Näherungen für große 9» errechnet, dann,
nimmt die Formel (93) folgende Gestalt an: : . V : . . - ; . ; ; V.;';y;,

r u Dgr , , " « B / I " 9 - 4 - 75 '33° ^-V'f^^^-^':.^
(Ud) x-6 ît7iL ^ «aa3V2 8«a^2 .* i f tV_*»f i . 7 .V; , - : - . - - : ; , , . ' > ; • •_ .

' •-•; , / x SB / i , . 2 is. ',' *o • J.;\x?S:^;>
+ ^z_— z+)ya-3-^^— 6-t-9xa 27«2a2 ' 27x3a3. , . y . . ̂  ..; . ;-;

;y^^ :-;,> - . r - ' - . • ' ' - • • •""'""^/r " 9 ^s^'-ssoi^vy^;;;;,^^
- . " - . > :•;-- '"•;/-,-";. - . . ' • - • . A \z ~2«a"r 2xa

aa - x?a»j.- ;.,••. v^:;: • ; . • ; - - •
\.:-.,.-.'; • • • : - - " - : ' - " • • : : • - • ' "2 B / 1 ' 35 "269 " ' . 2815 ;^ ff ;V4>-:'- .';

-i-(z_ — z+jyaxsa3^2 72xa;! 108x2a2 216x8aav ,./ -^; •;..-,.;

•^•'•'^-->: • " • ; - " : ' ' " ',", "'. 2 V ' 2 2 B / - ' r i' '"ii-"-\:^-;"i-V:;:v:;^-
. . +(z+ 2— 2^2- + Ä--)yaz

x3ft4 48;! 32xa 128«*a«:T?!'.;-,-:i.:;
;;Q";:/-':''r::>"';-";'; 15 : wi ' -9 u 75 "330^-A^;--; :£"c;;

- ; . • " " • • •' +128x3a3-"JU 2xa^ 2x»a« ' ,x3a» v; ^ / ;> ;-;-..^î:: •; '.

: ) : ; : : - : V ^ ^ / - tt 2 2 B / 1 3 . '491 _Î§ZL.;,;\+
+ (z+

a-z+z_ + z-2)ya-5(3a3^6 64xa"' 2304 x«a« 1728 *»a» | ̂

"••^ ' : ;- :^ :
1- ; :" ' : ' - ' :V' V1' " ' • • ' 8 " " i 4 . ' 3 ' " ; ' 1 B :^^övv4-^^

• . - . • ' . . +(?-— z+)ya^8x a I6x«a»" ' 8x3a3 16«V /,; -,/V ' ': ^ ;V

^ •^ - • • l - : " - - ' ';-';':"\ 2 B / 1 " ' S ' " ; 57 525 '••-A^V:>^
^_ .̂4-; jaj^aS^Sjta 2x2a3 ' 4xaaa 4x*a- / . . -. . • :

''— •'•• : - ' : X """ : : :" • " : ; "';2 1 2 2 _u „o 4. 2B (x2aa 5x* i 'i-':-------r -:•' :^:^", ~z+z_y a
2 t îc2a2 + «a+.)[3a3^ 2 2 ;TJT ̂  - • .^-.- ,; ,^, ; . ̂ ^,

: " 105 v i i ' 1 : IB 4- 51 729 /..T+^ ; :^ :--
' • V ' - - " xa: • • • ;} \8x 3 a 3 "I6x*a*_! 8«6a= 16x«a« j ^ ; : ; v; ;. ̂

"• . • 'v ; . ' ' . ; :
: " " :- .:' - . ' • • - • ' "j '- "s : , 29' ' ' . - . 2 1 7 •'".' V^,

+ (z+2 - z+z_ + z_-> ya- \36xa 108x2aS -1- 324x8a3 1458 x<a« / , ;

r : - - : : i ; - - 1 "•'" : , K 2 2 B / l 8 , : 1639 _20671 .^,4.:
. ~(2+2~Z+z- + z-")y^x3a3(;36Ka 27XV"1" 648 x3 a 3 ' 972x*a< . .- . . / ;1.,-

60J j^er Wert der Integrale '•"•-''-" • ' _ . . , . ' - •• , .'-.•,:. ...•'/.- ' - • _ • •'..'- -• . '"••."" "v ..V

Ve-XEM d x / 'eXE(3x) d x '/\«E(4*> dx> A-«Bp«)dxuod C'^Z&A

J - x 'J. * 'J X V X ' . - . • / • ""•'.'
kann mit einer für unseren Zweck ausreichenden Genauigkeit mittels „graphisch
Integration" -bestimmt werden. . '• : - --.;: . - • • • • / . - ' • . . ' ' ' ' ; " • ' ' ' • • ' . - . -> • • . • - " • • • • ' • . " . " ; ' - • •
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2+e++2-0-DkT
1 (Z+ -j- 2_) t QltT)£}A

1 9 R /l 0 71» 33(1 \ \ f 1| j | £ D / 1 tJ | (u GOU \ l I *

3 , 3 1 5 1

~(z+ + z_jT~ lîîriïî ^a | x ~r x T" "T"7aä?\2

o i «i 168 \ } ( 1 3 . 57 525
' " xa "V j (8x3a3 2x«a* ' 4x6a6 4x«a6 '

. 2+c+-i 2_e_ DkT . . / l 5 . 23 74
1 V I i1 (z+ + Z_.)i 6 ^ ï j £ > a \36xV 54x3a3 ' 81x*a< 8lx6a6 '

2+e+-j-z_e„ DkT 2 2B / 1 8 2903 16043

••1+
••H

' (2+-i-z_)t en-iji5"3 x3a3\72xaa2 27x3a3 ' 648x*a4 108x5a5 *"/J

Hiermit haben wir unser Ziel erreicht und tatsachlich eine Formel
für die Elektrophoresegeschwindigkeit gefunden, die den Relaxations-
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U D ? f 1 9 , 75 330

(B 3 4. 30 21° W1 9 J_ 7Ö 33° \-\- I = ?
(Ä_ z+)ya^xa X2aa t xsas X4a4'"jl2 2xa ' 2x2a2 xsa3 J ' l.Nbg.y '

B
( 1 _J_ 2 13 4_ 40 W1 I==ï*

-f (z- 3+)>a^ g 1 9xa 27x2a2 ' 27x3as""j\2 2.Nbg.y

9 75 330 \ r „ . ,
2 xa 2x2a2 xaa8 /

/ i OC OCA OC1 f^ \/ l 00 . itjy ^oio \ .

/ l 3 , 3 15 \ 1 =

( 1 3 . 57 525 \ T 1-Nbg.y

Df T3 9 75 330 , H , / 9

181 , 3 0 5 \ , usw 1

effekt berücksichtigt und bei jedem Werte des tta, d. h. der Elektrolyt-
konzentration und des Teilchenradius, angewandt werden kann.

Bei Betrachtung dei Formeln (93) und (93') fällt es auf, daß so viele
unter den Korrekturtermen das positive Vorzeichen aufweisen, d. h.
beschleunigend auf die Elektrophorese wirken. Hierbei darf jedoch
nicht übersehen werden, daß auch in 2B/^3a3 Terme proportional ya

und ya
3 vorkommen. Wenn man die entsprechenden Terme von U (93)

und 2B/^3a3 (89) zusammenfaßt, ergibt sich, daß die meisten hier aus-
gerechneten Effekte bremsend wirken. Als Beispiel wollen wir für
den Fall großer xa den Korrekturterm behandeln, der proportional
(z-~2+)ya ist. Nach (89') ist:

2B
4-^-"^ „3 «a

210
•J 4- USW. i =

USW.

Unter Vernachlässigung der Großen der Ordnung (z„ — 2+)2ya
2 (also

mit derselben Genauigkeit, mit welcher hier die ganze Rechnung für
asymmetrische Elektrolytc durchgeführt ist) kann hierfür geschrieben
werden:

2B < , , /3 3 , 30 210 . . usw.

Emgesetzt in (93') liefert dies:

die höheren Terme aus der Beziehung (61 b) für y(x) mitzurechnen.
Die 2. Näherung für y wird hier nämlich Veranlassung zu einer Korrektur

die von derselben Ordnung ist wie die anderen Korrekturterme.

Indem wir alle Terme aus (89) und (93) in dieser Weise kombinieren,
erhalten wir für die E. G. eine Formel der folgenden Form:

-h
1

Betreffs der numerischen Werte der Funktionen f («a) und g («a) und
der Diskussion der Formel (50) sei auf Kapitel IV verwiesen.

Übersicht der verwendeten Symbole.

a Kugelradius.
Ae~*a

A Integrationskonstante aus (61), S. 335. ya= - ) - • • •

a Ladungsdichte auf der Kugel, S. 299. a = -j.

B Integrationskonstante aus (66)» S. 338. Nach (89) 2
3-3 = l—...
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c Elektrolytkonzentration.

Cj bis c6 Integrationskonstanten aus den hydrodynamischen Glei-
chungen, Kapitel II A.

C Integrationskonstante aus (71), S. 339.
- i_ Ae~xa

D

D.

Nach (87) C = —~tp- --
2-J- ™p Z— X£

Dielektrizitätskonstante der Flüssigkeit.

Dielektrizitätskonstante der Kugel.

D__ Diffusionskonstante der -f— bzw. —Ionen.

Basis der naturlichen Logarithmen.

E(x)

£

ne

C

f l*a, ;

.

f*€l^ (60), S. 334.

Ladung des Elektrons.

Ladung der Kugel.

Ladung eines ï-ïons.

elektrokinetisches Potential,

siehe IV. Kapitel.

fj-4 («a) siehe IV. Kapitel.

F

G

H

Konstante; (72) und (72'), S. 340. F =
^ ' v y

Konstante; (74X S. 342. G =

Konstante; (74), S. 342. H =v '

DkTAe'

.
)c 4

Viskositatskoeffizient der Flüssigkeit.

Winkel zwischen Radiusvektor und Feldrichtung. Fig. 6, S. 302.

I = x R = ~x-^(63), S. 336.

Nach (76), S. 343: l = x + |2 + . . .
v,- /n<\ o n*c\ T Z+P+ + 2_p— 3DkT A2

Konstante; (74), S. 342. J = v

^ ' J

Boltzmannkons tante.

kxbisk4 Auf die Kugel wirkende Kräfte, S. 288—292.

„LJicke der uoppeiscmcüt".
X

A

„Dicke der Doppelschicht". — =

Konstante aus (80), S. 348. L = -

f^ siehe Fußnote 29, S. 310.
i "T" fi

lonenbeweglichkeit.
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m

M

IIS

n.

N

*,

"„

f

P

Pi

P

r

R

RX
R

Dipolmoment.
Verhältnis der Leitfähigkeiten von Kugel und Flüssigkeit,
S. 290.
Ladung der Kugel.
Zahl der i-Ionen je cm3.
Zahl der Solteilchen je cm3.
Zahl der i-Ionen je cm3 im Ruhezustande.
Zahl der i-Ionen je cm3 in großem Abstände von der Kugel.

Druck in der Flüssigkeit; siehe (43), S. 308.

), S.303. ,
*Ä

Integrationskonstante aus (68), S. 338.
„-xa Q

.. P
DXcosS-

X£L

P!

e-n e-
s

S

04-, (7-

Abstand vom Kugelmittelpunkt. Fig. 6, S. 302.

0 = — XR cos & (17); S. 303. Nach (63), S. 336 I = «R.

ur = Rj cos $; siehe S. 307. v •

u,»=R2sin#; siehe S. 307. ^ ;

Ladungsdichte.

Extraladungsdichte bei Elektrophorese ; Q& = -

Ladungsdichte im Ruhezustande; ßv = j—

Reibungskonstante der +- bzw. —Ionen.

Dichte der Flüssigkeit.

4« '

Nach (75), S. 342. S - P (~ + -*) e~s + . . .
Konzenttations?nderungen der +- bzw. — Ionen bei Elektto-
phorese. (7), S. 297. ïi±=^v++a±.

T

Nach (78), S. 345. S± = ̂  =F . . .

Ionentransport je cm2 und Sekunde. (5), S. 297.

absolute Temperatur. '
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u

w

W

X

y
fcf
<P

0

Geschwindigkeit in einem Punkte der Flüssigkeit; siehe (43),
S. 308—309 und (49), S. 311.

Elektrophoresegeschwindigkeit; siehe (48), S. 310, (93), S. 357,

und (50), S. 811. £-|£'l + ...}.

rot^u (32), S. 305; siehe auch (38), S. 306._ D

Z

x « «r (55), S. 332.
Feldstärke, unter welcher die Elektrophorese stattfindet.

y = ̂  (56), S 332. Nach (61), S. 335. y = — + ...
1C JL X

[., z_ Valenz der -J-- bzw. —Ionen.

Winkel zwischen der ri9.-Ebene und der Vertikalebene. Fig. 6,
S. 302.

Extrapotential bei Elektrophorese, S. 296. Nach (17), S. 303.
0 = — XR cos &.

Extrapotential innerhalb der Kugel, S. 299. Nach (81), S. 348,
<p, = — XLr cos #.

r

Nach (28), S. 305. % = ̂ ~ + 4r HI^: —5j^ d r.

Potential in der Doppelschicht in Ruhe, S. 296.

Nach (56), S. 332. y = ~.

Potential der Kugel in Ruhe. Vy, = £.
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