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-

- I. Kapitel. -
Einleitung. . .
Die von H.v.Helmholtz!) abgeleitete und von M.v. Smo-
luchowski?) verbesserte Formel . -
U _ D¢ - ‘
(1) x = Z;E,; N

gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen der Elektrophorese-

geschwindigkeit U und dem elektrokinetischen oder {-Potential®) an. -
Unter [-Potential verstechen wir den Potentialsprung im beweglichen ~

Teile der Doppelschicht. D und 9 sind die Dielektrizitatskonstante und
die Viskositat des Dispersionsmittels, X ist die Feldstarke.

Spater haben verschiedene Forscher Veibesserungen der Formel (1)
vorgeschlagen. Doch st das Problem, den richtigen Zusammenhang
zwischen E.G. (Elektrophoresegeschwindigkeit) und Ladung oder
Potential eines kolloiden Teilchens abzuleiten, noch immer nicht als ge-
lost zu betrachten. Und doch ware es sehr wichtig, eine gute Elektro-_
phoreseformel zur Verfugung zu haben, da die Messung der E. G. ver-
haltnismaBig ernfach ist und sehr allgemein angewandt werden kann
und da wit gern aus der E G. SchluBfolgerungen anf die Doppelschicht
zichen mochten.

Nach Debye und Huckeld) muB der Faktos 4 im Nenner von
Formel (1) durch eine andere Konstante, die von der Gestalt des Teilchens

1) H.v. Helmhboltz, Ann. Physik 7, 387 (1879).

2} M. v, Smoluchowsk:, Z. physik. Chem. 92, 129 (1918).

¥ Beruglich Bedeutung der verwendeten Symbole siche S. 316 ff
4} P.Debye u E Hickel, Physsk Z. 25, 49 (1924).
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288 Kolluid-Beihefte Band 54, Heft 7—9 -

abhangt, ersctzt werden. Hiickel®) findet, daB diese Konstante bei
Kugelgestalt den Wert 6 hat, so daBl er zu Formel (2) kommt:
, U Dt

© L ke

HenryS) ist es 1931 gelungen, cine Uberbriickung zwischen den
Formeln {1} und (2) zu bewerkstelligen. Br nahm Riicksicht auf die Defor-
mierung des angelegten Feldes infolge der Leitfahigkeitsdifferenz von
Teilchen und Flussigkeit und konnte daduich auf theoretischem Wege
aufreigen, daB die Formel von Helmholtz-Smoluchowski (1) gilt,
wenn die Dicke der Doppelschicht im Verhaltnis zu den AusmaBen des
kolloiden Teilchens klein ist und wenn das Teilchen den elektrischen
Strom nicht leitet. Die Formel von Huckel gilt allgemein fiir eine Kagel,
die dieselbe Leitfahigkeit hat wie die Flissigkeit. Wenn die Dicke der
Doppelschicht viel grofier ist als der Kugelradius, dann gilt die Formel
von Hiickel unabhangig vom der Leitfahigkeit. Unter ,,Dicke der
Doppelschicht wird bei dicsen Betrachtungen die Grdfe

DET
,14 =]/4 . ’

wEsdy
ig
verstanden. ‘
X -®
-0 -0
b4
4-@ ‘"@
F —
) «
< -@ -

Fig. 1. Krifte an der Kugel
k, = Kraft, die das Feld auf die Kugelladung ausubt.
k, = Reibung nach Stokes.
k, = clekerophoretische Bremsung,

Beim Berechner der Elektrophoreseformeln haben sowoh! v. Smo-
luchowski und Hiickel als auch Henry drei von den Kraften, die auf
cin Teilchen wirken, berucksichtigt. Diese drei Kiafte sind:

k,, die von dem angelegten Felde auf dic Ladung des Teilchens

ausgeiibte Kraft,

%) E. Huckel, Phystk. Z. 25, 201 (1924).
%) D. C.Henry, Proc Roy. Soc. [London] 183, 106 (1931).
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k,, die rein hydrodynamische Reibungskraft, die das Teilchen bei

seiner Bewegung durch die Fliissigkeit erfihrt, und

k., die sogenannte elektrophoretische Bremsung.

Letztere entsteht dadurch, dafl unter dem EinfluB des angelegten
Feldes die Gegenionen sich in entgegengesetzter Richtung bewegen als
das Teilchen. Bei ihrer Bewegung schieppen sie dic sie umiingende
Fliissigkeit mit; diese Fliissigkeitshewegung zieht ihrerseits wieder das
Teilchen mit und verringert so die Elektrophoresegeschwindigkeit,

Begniigen wir uns vorliufig mit einem kugelférmigen Teilchen,
das cinschlieBlich des eventuelllen festsitzenden Wassermantels eined
Radins 2 und eine Ladung + ne besitzt, dann ist

k, = + nsX .
k, = — Gzl -
und nach Hiickel?) . . )
. kg == (Dfa —ne) X. -

Wenn das Teilchen sich bei der Elektrophorese mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegt, mufl die Gesamtkraft, die darauf ausgeiibt witd,
gleich Null sein, also i

k +k+k=90 ;
oder DfaX = banal

U D
(2) oder % == 6—751 . i

Der Unterschied zwischen den Resultaten der Berechnungen von
v. Smoluchowski, Huckel und Henry beruht nur auf Unterschieden
im Werte der clektrophoretischen Bremsung k;. Es ist wohl auch ein-
zusehen, warum die Formel von Huckel (2), die fuir eine dicke Doppel-
schicht gilt, noch einer Korrektur bedatf, wenn die Dicke der Doppel-
schicht dem Radius der Kugel ahnlich wird oder kleiner als dieser. k; ist
von Hiickel in der Annahme abgeleitet, daB in der ganzen Doppel-
schicht die Feldstarke des angelegten Feldes gleich X gesetzt werden
darf. Da das Teilchen jedoch cine andere Leitfahigkeit besitzt als die
Flissigkeit, wird das Feld in der Umgebung des Teilchens deformiert
werden. Diese Deformierung hat keinen EiofluB auf k, und k,; auch
auf k; hat sie praktisch keinen EinfluB, wenn k, groBenteils aus Kom-
ponenten aufgebaut ist, die in groBem Abstande vom Teilchen ent-
standen sind, da die Deformierung sich nur uber einen Abstand erstreckt,

") Beruglich ciner cinfachen Ableitung von T, sci verwiesen auf Rutgers, Physi-

sche Scheikunde (Groningen 1939), 357, und A. J. Rutgers u. J. T. G. Overbeek,
Z. physik. Chem., Abt. A 177, 33 (1936).
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290 Kolloid-Beibicfre Band 54, Heft 7—9

de1 von deiselben Grofienordnung ist wie der Radius des Teilchens, Ist
die Doppelschicht jedoch dunn, dann wird k; allerdings becinflut. Die
Betrachtung der Fig. 2, in welcher der Verlauf der elelktiischen Strom-
limen dairgestellt ist, kann uns diesen EinfluB veranschaulichen. Die

Z V
— _—/ﬁ.\—
=== >
__./_-—‘-.._‘_-—
a b c
Nach Huckel Isolator Leiter
Fig. 2.

Stiomlinien biegen rund um ein isolierendes Teilchen aus; in ein leiten-
des Teilchen werden sie hineingezogen. Vor und binter dem isolierenden
Teilchen ist die Stromlinfendichte minimal. In der urspriinglichen Rich-

tung ist das Feld hier gleich Null gewoiden. Wahrend also nach Huackel

auf ein lon aus.dex Doppelschicht, das sich vor oder hinter dem Teilchen
befindet, eine Kuaft ¢, X ansgetibt wird, die wieder groflenteils als Brem-
sung an das Teilchen weitergegeben witd, liefern gerade diese Ionen,
wean wit das Kiaftlinienbild vonFig. 2b berucksichtigen, keinen Bei-
nag zur Biemsung. DaBl die Tonen an den Seiten bei 2b eine groBere
Kraft eifahren als bei 22 und daher eine starkere Bremsung bewirken
als nach Huckel, kann ersteren Effekt nur zum Teil kompensieren, so
daB sich hier im ganzen cine geringere Bremsung ergibt, als det Be-
rechnung nach Huckel entspriche. Umgekehrt wird ein leitendes Teil-
chen, vor uad hinter welchem die Kraftliniendichte im Gegenteil ver-
groflest 1st, cine statkere Biemsung erfahren miissen und daher eine
kleinere E. G. aufweisen Aus der Analyse von Henry?), die als Zu-
sammenfassung und Eiweciterung der alteren Elektiophoreseformeln
betiachtet weiden hann, exgibt sich, daB die E G. etner Kugel bestimmt
wird durch v_ ot o )
X ban 2T

woiin g das Verbaltrus der Leitfahigkeiten von Kugel und Flussigkeit
daistellt. Fig. 3 gibt cine graphische Darstellung von £(xa - u) fiir drei
Werte von t; namlich: das Teilchen leitet viel besser (u = oo}, gleich
gut (u == 1) bzw. viel schlechter (1 = 0) als die Flussigkeit.

U eine Vorstellung von dem Einflufl der Gestalt der Teilchen zu
erlangen, hat Henry auch die B.G eines Zylinders, dessen Achse senk-

8 D C Henry, loe cit,
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teche zum Felde steht, und eines solchen mit zum Felde paralleler Achse
berechnet. Fur einen zum Felde parallelen Zylinder gilt unabhiingig von
der Dicke der Doppelschicht die Formel von v. Smoluchowski:

fU D¢ 15

X dwy , ,

Wenn der Zylinder foa ) # .
senkrecht zum Felde gerich- ;9 Vi
tet und die Doppelschicht
diinn ist, dann gilt fiir ein
solierendes Teilchen (p = 0) H=eo
auch die Foimel von v, Smo- R
Iuchowski, wahrend die

Geschwindigkeit halb  so .
1 — 0 1 r -
groB wird, wenn p =1, g 500
und verschwindet, wenn v -
Fig 3. f (xa, u) aus i——-s——:;”f (22, ).

Setae

H = c0.
Nun ist jedoch bei den Berechnungen von v. Smoluchowski und
Huckel und auch bei denen von Henry avsdriicklich angenommen,
daf bei der Elektrophorese die ursprunglich vorhandene Symmetrie |
in der Doppelschicht nicht gestort wird. Aus der Theoric von Debye und
Huckel fir die Leitfahigkeit starker Elektrolyte ist aber bekannt, da8
die Ionenatmosphire (Doppelschicht) gar wohl deformiert wird und
dafl diese Deformierung eine Bremskiaft auf das betrachtete Ton (Teil-
chen) ausubt, die von derselben GroBenordnung ist wie die elektro-
phoretische Bremsung, also wie unset k,. Das Teilchen (Ton) bewegt
sich ja durch seine Doppelschicht hindurch, und diese Doppelschicht
mufl daher hinter dem Teilchen abgebrochen und vor dem Teilchen
wieder aufgebaut werden, Hierzu ist eine zwar kurze aber doch endliche -
Zeit, die Relaxationszeit, erforderlich. Die Doppelschicht wird dahe

-

——
= reldrchitung -

in Ruhe in Bewegung
Fig. 4. Biemsung durch die Relavationskeaft k.
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292 Kolloid-Beshefte Band 34, Heft 79

¢in wenig hinter dem Teilchen zurickbleiben und, da Teilchen und
Doppelschicht entgegengesctzte Ladung haben, cine nach riickwirts
ziechende Kraft ausuben, wie Fig. 4 veranschaulicht. Diese Kraft wollen
wir k; nennen.

Man wird also in der Elektrophoiesegleichung auch auf diese
Relaationskiaft (k,) Rucksicht nchmen miissen. DaB dies bisher fiir
Kolloide nicht oder kaum geschehen ist, dafiix ist der Giund mehr in
den gioBen Schwietigheiten des Berechnung des Relaxationseffekts zu
suchen als in der Uberzeugung, daf dieser nur wenig EinfluB hitte,

1st doch nach dexr Theorie von Debye und Hiickel

£ (. ¢

3) ky =—mf@s

wahtend Onsage1?), der die Betrachtungen von Debye und Huckel
in diesem Punkte verbessert hat, berechnet, daB8

82 2Xx
CON = — o 8@,
Hieiin ist ¢, die Ladung des betrachteten Jons (Teilchens), ¢ die
Ladung eines Gegenions, und f{q) und g(q) sind Funktionen der Valenzen
und Beweglichkeiten der Ionen. Fur einwertige Tonen mit gleichen Be-
weglichkeitenist f (q) = 1 und g (q) = 0,59. Indem wir Formel (3) bzw. (3a)
unmittelbar auf kolloide Teilchen anwenden, konnen wit cinen Beguiff
von der GioBenordnung des Relaxationseffekts crlangen. Hierzu be-
rechnen wir das Verhaltnis von k, zu k;, wobei fur ¢ der Weat ne = Daf
cingesetzt witd. Wenn z die Valenz der Gegenionen darstellt, inden wir
auf Grund von (3a)'?)
(.1) E‘lz zéji’f_: 2-10° ZeaC ]/c_

Hierin ist ¢ in Millivolt, 2 in cm und ¢ in DMol/l auszudriicken.
Nehmer wir beispielsweise einmal fur z, a, { und ¢ niedrige Weite an,
wie z:=1, a=10-% cm, { =23 mV, ¢ =10"%n, dann ist k,/k, bereits
10> wahiend wit bei etwas hoheten Werten von Konzentiation, Potential
und Teilchenradius Kotickturen von vielen Dutzend Prozenten er-
warten maussen.

Wollen wir daher jemals in die Lage kommen, aus Messungen der
E. G. Schlusse auf die Doppelschicht ziehen zu konnen, dann wird s

% L. Onsager, Physik. /. 28, 277 (1927).
10y Aus Formel {3) wurden sich fur den Relavationseficht noch grofiere Wette et-
geben als aus (3a).

Overbeek, Theorie der Elektrophorese 293

vor allem nétig sein, in der Elektrophoreseformel auch auf den Relaxa-
tionseffekt Ricksicht zu nehmen,

*Paine hat die Formeln von Debye und Hiickel fiir den Relaxa-
tionseffekt unmittelbar bei Kolloiden angewandt. Da bei der Ableitung
dieser Formeln angenommen wird, dafi die AusmaBe des Yons (Teilchens)
kleine sind im Vergleich zur Dicke der Doppelschicht, dirfen die Formela .
auch nur in diesem Falle angewandt werden, mit anderen Wotten: wenn
%2 hochstens 1/, betrigt!). ’

Etliche andere Forscher, von denen wir Mooney, Bikermag,
Komagata und Hermans'?) nennen, haben sich mit dem Relaxzations-
effekt beschiftigt, ohne dabel jedoch zu einer definitiven Formulierung
zu kommen, die eine allgemeine Beriicksichtigung des Relaxations-
effekts erméglichte. Man kann sagen, daB} die Betrachtungen von Paire
nut dann bedeutungsvoll sind, wenn die AusmaBe des Teilchens im
Vergleich zur Dicke der Doppelschicht gering sind, wihrend sich die
Berechnungen von Mooney, Bikerman und Hermans gerade auf
das andere Extrem sehr dinner Doppelschicht (z. B. xa = 25) beziehen!S).
Es ist einc ungliickliche Fiigung, daf bei Kolloiden weitaus in den
meisten Fllen 1/, < #a < 25 ist und daB wir also gerade in dem Ge-
biet, das uns am meisten interessiert, den Relaxationseffekt nicht mathe-
matisch beriicksichtigen konnen.

In Fig. 5 sind die Giiltigkeitsgebiete der Ndherungsformeln von
Hermans und Paine (Debye-Hiuckel) mit ausgezogenen Linien an-
gegeben, mit gestrichelten Linien das Gebiet der Kolloide, das also,
wie wir schen, betreffs Relaxationseffekt fast zur Ginze Terra Incognita ist.

In vorliegender Arbeit wird eine Berechnung des Relaxationseffekts
gegeben, die fur kugelformige Teilchen mit beliebigem xa gilt und wo-
bei die verschiedenen Faktoren, die bei der Deformierung der Doppel-
schicht eine Rolle spielen, moglichst gut berticksichtigt werden. Beziiglich
des Potentials ist die Rechnung nur in erster Anniherung ausgefihst,
also in derselben Annaherung wie einerseits die Formeln von Paine,
Debye und Hiickel, andesseits die von Hermans.

Fiir kleine »2a (also fur kleinen Teilchentadius) und symmetrische
Elektrolyte gibt unseie Betrachtang wieder die alten Formeln von

1} Zur naheren Begrundung dieser Grenze siche IV, Kapitel, S. 318,

12} M. Mooney, J.physic. Chem. 85, 331 (1931); J. J. Bikerman, Z. physik.
Chem., Abt. A 171, 209 (1934); S. Komagata, Res. electrotechn. Lab. [Tokyo] 1935,
Nr. 387; J. J. Heimans, Philos. Mag. J. Sci. 28 [7], 650 (1938).

1%y Komagata hat sich bemubt, den Relanationseffickt fur belicbige Werte von xa
in Rechnung zu stellen. Gegen die Ausfuhrung sciner Rechnung sind abet cine Anzahl
crnster Einwande zu ciheben, die sein Ergebnis ziemlich wertlos machen.
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Debye und Hickel. Fiir unsymmettische Elektrolyte schlieBt sich
unsere Berechnung mehr der von Onsager an, bis auf die Tatsache,
daB} wit zum Unterschied von ihm nicht mit der Biownschen Bewegling
gerechnet haben,

Teilchenrodius
a=10"%

7073

707

7077

vnd Hickel
1 0 Rl 1 r
70% 105 70¢ 0*
0% 0% 10 107 (19 FlektrolyF)
Fig. 5, -

Fui grofie #a kommen wir zu einer anderen Formulierung als Her-
mans, weil wi in andeser und unserer Meinung nach besserer Weise
dic Randbedingungen des Pioblems ins Auge gefalit haben und dadurch,
dafl wir mit der Wechselwirkung zwischen elektrophoretischer Bremsung
und Relaxationseffekt gerechnet haben, was gerade bei grollen #a wichtig
ist [Vgl. IV, Kapitel, S, 313.]

Es lohnt vielleicht die Mithe, an dieser Stelle eine Ubessicht iiber
dic Bedingungen zu geben, unter welchen den Veifassein zufolge die
verschiedenen Elehtrophoreseformeln gultig sind. .

Tabelle 1.
Relaxa- i Leitfahig- !
tions- ! va ‘E;jﬁf;cjgs keit des '{-Potential
effeht | Teilchens
1
Hebmholtz ... ... icht groff ,  belicbig 1 0 i beliebig
Smoluchowski ....... l bmc k- grof | behebig | 0 beliebig
Huckel ............. ] e r}:xtc | klein  Kugelu, Zyl. — beliebig
Hepry ooooovivnnnn.. SICHHEE | belichig ' Kugelu. Zyl| Omox 1 Klein
Debye u, Huchel ...y | Kem {  Kugel | — | en
Onsager . .oovuia.... i Mein  Kugel | — | Klein
Painc............... I Klein Kugel | ~— | Klino
Mooney ............ beruck- , groB |  Kugel 0 befichig
Bikcrman .. ......... sichigt | g = Zylinder | 0 belichig
Komagata. .......... * belicbig Kugel ! 0 Llein
Hermans ... . ... ¢ groB Kugel ! 0 klein
Vorliegende Arbeit ... * belichig ©  Kugel | 0—(») ! Klin
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Wit wollen jetzt im folgenden Kapitel die Primissen und den Ge-
dankengang unscter Berechnung angeben. Im III Kapitel und in An-
hang 1 werden dann die Rechnungen cingehender ausgearbeitet, wihrend
das IV.Kapitel die Schlufifolgerungen aus den Rechnungen enthile.
Im V. und VI Kapitel werden einige nah verwandte Gegenstinde be-
sprochen.

II, Kapitel, c

Grundlagen der Berechnung, .
Zwecks Berechnung der E. G. gchen wir von den folgenden Pri-
missen aus! .
1. Das kolloide Teilchen 1st im strengen Sinne eine Kugel, die,
eventuell einschlieBlich der festhaftenden Wasserschicht, einen
Halbmesser a aufweist. Wo im folgenden iiber ,,die Kugel® ge-

sprochen wird, soll immer Kugel plus festhaftende Wasserschicht - -

gemeint sein, - .
2. Uber die Kugeloberfliche ist eine Ladung + ne gleichmaBig ver-
tedlt14).

3. Die Gegenladung — n¢ umgibt die Kugel in einer Gouyschen”

Atmosphdre,

4. In der gesamten Doppelschicht besitzen die diclektrische Kon-,

stante D und die Viskositit # denselben Wett wie in der Flissig-
keit in groBem Abstand von der Xugel.
5. Gegenseitige Beeinflussung der Kolloidteilchen wird vernachlassigt.

Gegen Primisse 4 sind allerdings einige Einwande zu erheben. Es
wate jedoch voreilig, andere Werte fiir D und % in der Doppelschicht
in Rechaung zu stellen, solange die Lésung des Problems noch nicht
mit konstanten I und 7 bekannt ist.

Wit betrachten eine positiv geladene Kugel in einer Lsung eines
7, —z_-wertigen Blektrolyts (Konzentration n - bzw. n_-Togen je cm?®).
Unter dem EinfluBl eines elektrischen Feldes bewegt sich dic Kugel mit
konstanter Geschwindigkeit U nach rechts. Hietbei wird also ginzlich
von der Brownschen Bewegung des Zentralteilchens abgesehen, was in
dem Mafie mehr eilaubt ist, in welchem das Teilchen grofier ist. Schon
bei der Tonenbewegung bewirkt die Riicksichtnahme auf die Brownsche
Bewegung des Zentralions nur eine verhaltnismiBig Kleine Korrektur,

so dafl wir sie hict, wo es sich um die soviel groBeren Kolloidteilchen.

handelt, in erster Instanz getrost vernachlassigen konnen. Die elektiische

™) Die fur cin negativ geladenes Teilchen geltigen Resultate konnen ganz cinfach
durch Wahl des entgegengesctzten Vorreichens erhalten werden.

L]
3

~

.

e



206 }\ollo:d Bc:hcftc Band 34, HL& 9

Feldstarke in groBem Abstand von der Kugel sei X. Wir wihlen ein
Kooudinatensystem, das mit der Kugel fest veibunden ist, oder, was auf
dasselbe hinausliuft, wir weisen der ganzen Flissigkeitsmenge eine
Extrageschwindigheit U nach links zu, wodurch die Kugel gerade zum
Stillstand kommt.

Wir konnen nun unser Problem in zwei Teile zexlegen. Erst mufB
untexsucht werden, wie sich die lonenverteilung um die Kugel unter
EinfluB des elektrischen Feldes, der Flissigkeitshewegung und der
Diffusion einstellt, Des weiteren miissen wir untersuchen, welche Krifte
vom elektrischen Felde, der deformierten Ladungswolke und der Fliissig-
keitsbewegung auf die Kugel ausgeiibt werden. Aus der Forderung,
dall die Summe dieser Krafte im stationaren Zustand Null sein muS8,
crgibt sich dann ein Wert fiir die Elektrophoresegeschwindigkeit.

A. Die Ionenverteilung.

Nachdem das elektrische Feld angelegt ist, stellt sich in sehr kurzer
Zeit ein stationdrer Zustand ein, bei welchem sich das Teilchen mit
konstanter Geschwindigkeit nach der Kathode begibt, Die Ionen ver-
lagern sich dabei relativ zum Teflchen, aber in jedem Raumteill®) bleibt
die Zahl der positiven und negativen Ionen im Durchschnitt konstant?®),
Je Zcitcinheit miissen also durchschnittlich ebenso viele Ionen einen
solchen Raumteil verlassen, wie hineingekommen sind. Wit werden da-
her ausrechnen, wieviel Jonen je Zeiteinheit ein Oberflichenelement de
passieren, und hieiauf die Summe der Jonenstréme durch alle Ober-
fdchenelemente, die den Raumteil begrenzen, gleich Null setzen,

Das Potential der Doppelschicht in Ruhe wird ¥ genannt, das
Potential bei Elektrophorese ¥ - @, wobei also in (P das angelegte Feld
und die Deformictung der Doppelschicht zusammengefait sind. Die
Geschwindigkeit, die ein Ion unter EinfluB dieser Kraft eilangt, ist dann

gleich — %’F—E grad (¥4 @) bew. 4 20;8 grad ¥+ P). ¢, undg_sind
-+ —

die Reibungskoeffizienten der -~ und —-Ionen und geben die Xraft an,
die notig ist, cinem Jon die Geschwindigkeit 1 cmysec? zu erhalten,
Auch die Fliissigkeitsbewegung schleppt die Tonen mit, so daB jedes
Ion die Geschwindigkeit des Flussigkeitselements erhalt, in dem es
sich befindet. Diese Geschwindigkeit nennen wix u. Dann werden
durch das Flachenstiickchen dey n.. u- de positive und n_ u-dw negative
Tonen je Sekunde transportiert,

18) Relativ zum Teilchen gerechnet.
18y Durchschnitt eines so groflen Zeitraums, dafl wir von den Schwankungen in-
folge Warmebewegung nichts mehr bemerken.
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SchlieBlich bewegen sich die Ionen infolge der Diffusionsneigung
(Brownsche Bewegung) von Stellen hoherer Konzentration nach solchen
niedrigerer. Nach dem Gesetz von Fick??) Jaufen durch die Fliche de
je Zeiteinheit — D, grad n - dew positive und —D_ grad n_+ do negative
Tonen. Die Diffusionskoeffizienten D + und D_ sind nach einem Theorem

von BEinstein'®) gleich D = %E und D_ = l:)—T-. Indem wir diese
o+ -
diversen Komponenten summieren, finden wir fiir den Trassport von
-~ bzw. —-Ionen durch ein Flichenstiickchen dew
tydw= [—2_ —-grad W+ P)—— grad a4 n+u] dw
®) i :
t_do=[+- = orad (P4 D) — & = Torad n_+n_u]do.

Wir miissen nun fiir die verschiedenen Flichen dw, von denen ein
Volumelement begrenzt wird, die Bedingung stellen, daB 2t dw = 0
und Xt de = 0. Dies ist erfiillt, wenn divt =0, also wenn

0 = div |:-- iead grad (P+ @) — g grad n++ n+u] “und
(6) -
0 == div [-«l-f grad ¥+ @)——-—gradn 4-n_ u] .

Dies sind also die Grundgleichungen der Ionenbewegungen, Sie
konnen noch einigermaBen umgeformt werden, indem man die Ionen-
konzentrationen n,. und n_ zerlegt in Konzentrationen v, uand v.., wie
sie im Ruhezustand herrschen, und in die Anderungen g, und ¢_, die
bei der Bewegung entstehen:

O n,=7v,+0, n_=yv_+o. “
Fur (6) schreiben wir dannl?): -
o 0=div|:$ 73 +£g ad P o SEEEE grad?’:{-‘-”ersgrad(DZF
(62)
G1z4E

:F

Im Hinblick darauf, daB im Ruhezustand sowohl @, u als auch oy
gleich Null sind, gilt fiir die Doppelschicht in Ruhe:

. kT K
) 0= div I::F ﬁ%s grad ¥ — P grad v, J R

a (D-—agrad vi_—gi_-grad oy Uy +‘-10':1:]-

17) Vgl. 2. B. K. Jellinek, Lehtbuch der physik, Chemie II (Stuttgart 1928), 609.

1%} Vgl. z. B. K. Jellinck, Lebrbuch der physik. Chemie V (Stuttgart 1937), 57.

19) Wir werden im folgenden ofters die Gleichungen fur beide Ionenarten in einer
Forme} zusammenfassen, wobel das obere Zeichen fur dic Kationen und das untere fur
die Anionen gilt. :
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(8} ist erfullt, wenn

(9)29) . F -

Hieraus folgt also, da8 im Ruhezustand die Ionenkonzentiationen
durch cine Boltzmann-Verteilung bestimmt sind®1),

AuBer den ,,Ruheteimen®, deten Summe gleich Null ist, enthalt (6a)
noch Terme, die zu @, ¢, oder u propoitional sind, also proportional
des Feldstarke X, und Terme, die paarweise Produkte der @, ¢, und u
cathalten. Diese letzteren Terme, die also dem Quadrat der Feldstarke
propottional sind, ddifen vernachlassigt werden, solange die E. G. dem
Felde propoitional ist. (6a) geht dann uber in

(10) 0:.:div[$":;”"8 radciﬁ""G+ "'eg d‘}’————grada+—]—uv_,_]

Die Potentialverteilung und die Tonenkonzentrationen miissen nicht
nur (6) und die hieraus abgeleiteten Bezichungen (9) und (10) erfiillen,
sondern auch das Gesetz von Poisson??), das eine Veibindung zwischen
dem Potential und der Ladungsdichte g herstellt, In unserem Falle ist
die Ladungsdichte

g=n,z,e—n_z & .

Also muB nmach Poisson®?) gelten: .

(11) AW+ D) =—F (a,2,6—n_2_s).
Tm Ruhezustand gilt
(i2) AV = 2 (v —v_z_€)

Indem wir (11) und (12) voneinander subtrahieten, finden wit dann
emnen Zusammenhang zwischen @, ¢, und o..

(13) AD == —g(o+z+s——a_._z,_s).

Gleichung (12} und die beidenGleichungen (9) bilden drei Differential-

gleichungen, avs welchen die drei GroBen ¥, v, und »_ als Punktionen.

0y 3, o und v, sind die Tonenkonzenteationen in groflem Abstand vom Teilchen,

2y Ligentlich wird gerade durch dic Moglichkeit der Ableitung der Boltzmann-
Vertedung {9) aus der kinetischen Bezichung (8) das auf 8. 297 erwahate Theorem
von Einstein Dy = -:iT_ bewiesen.

22y Siche 7. B. A. Haas, Einfihrung in dic theoretische Physik I (Leipzig 1930), 176.

23} 4 ist der Operator von Laplacc, der in kartesischen Konrdinaten gleich ist
dem Ausdruck a2

, a2

q+dzz
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e e e e ———-—

des Ortes bestimmt werden konnen, falls genigend Randbedingungen
zur Bestimmung der Konstanten, die in den Losungen der Differential-
gleichungen avftreten, vorhanden sind. Ebenso konnen aus (13), den
beiden Bezichungen (10) und der Beziehung

14) 40, =0

(¥ + @, = Potential innerhalb der Kugel) die vier GroBen o, o,
@ und @, bestimmt werden??),

Die GroBe AP aus (13) ist fiir unsere Betrachtungen sehr w:chug,
da der Relaxationseffekt gerade darauf beruht, dall in der Doppelschacht
die Extraladungsdichte (dic AP propottional ist) nicht ubzrall gleich
Null ist. - o

Die Randbedingungen fiir die Bezichungen (9) und (12) sind:

1. In grofiem Abstand von der Kugel nahert sich ¥ dem Wert Null;
v, und »_ nahern sich den Werten v, und 2, den Gle1chgcw1chts-
konzentrationen.

2. An der Grenze von Kugel und Flissigkeit ist das Potential
Y = [. (Eventuell kanp an dessen Stelle eine Angabe, betreffend die
Ladung der Kugel, treten.) -

Die Randbedingungen fir die Bezichungen (10), (13) und (14)
sind: .

1.und . In grofilem Abstand von der Kugel nahern sich ¢, und ¢
dem Wert Null.

3. In groBem Abstand von dcr Kugel ist die Feldstinke gleich X,

4. Die Feldstarkekomponenten parallel zur Grenze Kugel—Fliissig-
keit sind cinander an beiden Seiten der Grenzflache gleich,

5. Wenn die zur Gienzfliche senkrechten Feldstirkekomponenten
E und E genannt werden und die Ladungsdichte der Kugelober-

neg -
ﬂﬂche o = '4-:;;225), gllt -
DE = DE, 4 4na. .

8. Das Potential darf innethalb der Kugel nicht unendlich werden.
7. uad 8. Im stationaren Zustand durfen sich weder Ionen noch
andere Elektiizitatstdger an der Grenze von Kugel und Flisssigkeit an-
haufen. Fur eine isolierende Kugel bedeutet dics, daf3 die radialen Kom-

24} Dex Wert von u, der vorlaufig auch noch unbekannt ist, wird anlaBlich der
hydiodynamischen Betrachtung bestimmt werden {vgl. S. 300 £.).

%%) Dic Entratadungsdichte im Bewegungszustand kommt in dicser Randbedingung
nicht vor, da sie nicht als Oberflachenladung, sondern als Raumladung betrachtet wird
und beteits zur Ginze in die Berechmung des Potentialvetlaufs auBethalb der Kugel
mit cinbezogen ist.

Iy
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ponenten der Vektoren t, und t_aus Gleichung 5 am Rande der Kugel
beide Null sein miissen. Bei einer leitenden Kugel mull t,z,e—t z ¢
gleich der clektrischen Stromdichte innerhalb der Kugel sein. Uber-
dies muB in diesem Falle noch etwas iiber denn Entladungsmechanis-
mus an der Grenzflache gegeben sein, 2. B, daB die Elektrizititsiiber-
tragung von der Fliissigkeit nach der Kugel durch Entladung einer der
beiden Ionenarten geschicht. Wegen naherer Einzelbeiten wird auf das
V. Kapitel verwicsen.

Im ganzen haben wir also acht Randbedingungen, was gerade aus-
reicht, die acht Konstanten, die beim Aufldsen der vier Differential-
gleichungen zweiter O1dnuag (10), (13} und (14) auftreten, zu berechnen.

Und hiermit ist dann das ganze Problem der Tonenkonzentrationen
punzipiell wnrissen, so daB wir uns jetzt der hydrodynamischen Seite
des Problems zuwenden kénnen.

B. Die Flussigkeitsbewegung und die auf die Kugel
. wirkenden Krifte.

Unsere Bebandlung der Flissigkeitsbewegung und der von dieser
Bewegung auf dic Kugel ausgeiibten Kraft schliefit vollig an die Berech-
nungen des Elekerophoreseeffekts von Hiickel®) und von Henry®) an,
Ohne grofe Mihe sind diese Betrachtungen so sehr zu verallgemeinern,
daB sie nicht nur das urspringlich angelegte Feld (fliickel) und die
Deformierung des Feldesinfolge des Leitfahigkeitsunterschiedes zwischen
Kugel und Flussigkeit (Henry) berficksichtigen, soadern berdies auch
die unter A besprochene Deformierung des Feldes infolge des Relaxa-
tionseffekts (Wechselwihkung zwischen Relaxationseffekt und elektro-
phoretischer Bremsung).,

Wir gehen hierbei von den beiden folgenden hydrodynamischen

Gleichungen aus®$):

(15a) fgrotiotu 4+ grad p - p grad (@ 4- V) = —sj——-t:
(15b) divue = 0.

Gleichung (15a) sagt aus, daBl die Summe aller Krifte, dic auf cin
Volumelement der Flissigkeit wirken, gleich ist dem Produkt aus der

Masse dieses Flissigkeitselements (s) und seiner Beschleunigung (%%)

Gleichung (156b) besagt, daB dic Flissigkeitsmenge, die je Zeiteinheit
in ein Volumelement einstrémt, der Menge gleich ist, die daraus aus-
strdmt, mit anderen Worten, dafl die Flussigkeit als nicht zusammen-
driickbar angcsehcn wird.

26} Siche z. B. L. Hopf, Handbuch der Physik VI (Betlin 1927), 91.

b
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Das rechte Glied in (15a) darf vernachldssigt werden, da wir es
mit einem stationaren Zustand zu tun haben und da die avfiretenden
Geschwindigkeiten geniigend klein sind. Das rechte Glied, das fiir
die Beschleunigung cines Fliissigkeitselementes gilt, kann auch so
geschricben werden, daB es die Geschwindigkeitsinderung in einem
bestimmten Punkte (Volumelement) beschreibt. Es lautet dand’

—s (%": + u grad u). Der erste Term (%9 wird Null, wenn der Zustand

stationir ist, und der zweite (u grad u) ist dem Quadrat der Feldstirke
proportional und darf daher vernachlissigt werden. 3

(16a) ist eine Zusammenfassung drejer Gleichungen, deren jede
fir eine der drei Komponenten des Vektors )
da - - .

protrotu + gradp + g grad (D + ¥) = —s 5

gilt, Dies sind drei Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. Hierza
tritt cine Differentialgleichung erster Ordnung, nimlich divu = 0. Im
ganzen entstchen also beim Aufldsen von (153, b) sicben Integrations-
konstanten, so daf hier zu ihrer Bestimmung auch siecben Randbedin-

gungen erforderlich sind. Dies sind: -

{. In grofem Abstand von der Kugel ist die Flﬁssigkeitsgesch\;zin-
digkejt in der x-Richtung gleich -- U.

2. und 3. In groBem Abstand von der Kugel sind die Flissigkeits-
gesch\vmdzgkelten in der y- und z-Richtung gleich Null,

5. und 6. An der Grenze von Kugel und FIussigkmt ist die Fluss1g-

ke1tsge5chwmd1gke1t gleich Null.’

7. In grofem Abstand vor der Kugel ist der hydrostatlsche Druck P
eine Konstante,

Zusammen mit den acht auf S, 299 genannten Randbedingungen
setzen diese Bedingungen uns vollig in den Staad, das System der Diffe- |
rentialgleichungen (10), (18) , (14), (15a) und (15b) zu lGsen.

Aus der GroBe des Druckes und der Flissigkeitsgeschwindigkeit
in der Nihe der Grenze Kugel--Flissigkeit kann dana die Kraft be-
rechnet werden, welche die Flassigkeit auf die Kugel ausiibt,

Die auf die Kugel wirkende elektrische Kraft ist gleich der Summe
der Krafte, dic das angelegte Feld und die deformierte Doppelschicht
auf dic Ladung der Kigel ausiiben

(ex+ [2E57av).
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Indcm wir dle Summc aller auf dle Kugei \\nl\cnden Krifte glexch Null :

© setzen, finden wir dic gesuchte Bezichung fur , da die hydrodynammché .

) }\mft plOpOlthﬂ’ll U und dae clektrische proportmnal X 1st

' III Kapnei
Ausfithrung der Belecbmmg

Es erweist sich nun die Moglichkeit, die Be\vegungsglexchungen;'. o
(15a) und (15bh) so zu integrieren, daBl ein expliziter Zusammenhang .

-— namlich Beziehung (48) -— der. Geschwindigkeit U mit dem Felde @

‘um dds Teilchen angeschrieben we1den Lann Duich Intcgratmn der -

. -

feldrichfung

’ I‘Jg 6 Kugclkooxdmaren

Gluchungen (10) (1"3) und (14) kann dann 14 als Funknon dei Koordl—
" naten bestimmt werden. Diese Integration haben wir jedoch nvr fiir o
.kleine £-Werte ausgefiihet. SchlieBlich kann duich Substitution d1eser
 Lésung von @ in (48) cin cxpliziter Zusammenhang zwischen der B. G,
und dem - P_otennal gefunden werden. In diesem Kapitel wird die Inte- .
gration der .Gleichungen (15a,b) behandelt, wihrend die sehr lang-}:-ﬂ'-_,{.z -
' wicrige Integration von (10), (18) und (14) im Anhang 2u ﬁnden ist,
“ Wir werden hierbei dic Kugelkoordinaten r, # und @ verwendcn,'-.
' wobei der’ Kugclmlttclpunkt den Koordmatcnutsprun;, bildet und die. .
Richtung & = 0 mit der Richtung des clektrischen Feldes und dem -
',Flusslgkcrtsstrom in groﬁcm Abstand von der K_ugel /usammenfaﬂt}-l”‘

‘ (w] r:g 6) R,

,' (1oa) ' 1; rotrotu + grac1 p+o gmd ((D + !{’) 0
-:':'(15b) o o dlvu = (),

@y o Z_(a_t?“m‘f—chmsf’1
“hat, setzen. wir e :
' (17) _ CD-ﬂ—_-XRcosﬁ

wonn R eme Funkuon allem von r zst :

"‘.'.‘werden.:-r-

: (18) g grad (GD -+ T) Qq, grad Q5 + 0,;, gfad‘}‘ + of,grad@ »1-9,,;

' drat der Feldstarkc X proportzonal Ist, -

~und in ein Stiick Pp das sowohl von t als auch von 1? abhanct mdemr"_;'

‘man setzt PR ol ; '
- :'(19)

‘ (20) 77 rot rot- u —]— grad p1 + oq, grad T + o,, grad (23 -

i wendct Da chv rot fm 0 und div grad = A 1st ﬁnden wu: dann

o (21) Apl L (o gred W 0w 812d ) =

‘ Beachten wir hxe1be1 daB das ganze Problern symmetnsch zur Rlchtung.
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Auf 8. 301 ist motiviert, daB in (1aa) s glelch Null gesetzt .

" werden darf Wir gehen also aus von L : e

Fiir o kann nach P01550n geschncben wcrden' o

(16) .- Qm'___A((D +Y’)— D::;@_"DAW_Qq;-}-QQ, i

Hierin smd !I’ und gy Funktlonen allem von r. Fur (D das im Unend-—'
lichen die Form I o L

Unter Verwendung von (16) Lann fur 0 gmd ((?) + !P) geschnebcn;

grad Y’

Hierin datf gq, grad P vcrnach1a551gt Werden, da diescr Term dem Qua-

Nun kann p in cin Stuck zerlegt werden, das aur von abhangt

Dann gcht (loa) ubcr 1n

Aus (20) kann u ehmmxext werden, 1ndcm man die Operatxon dw an-\'

.. \=’_"'Qt]>A!p’_9NAq)_(giadQ<b gradyj) §
e -——(gradgp grad(D)

= 0 Jst und dahcr
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e 1eq, o 1 8. oy
(z2)  J9 rza*r(‘ &)t e 5o (i 6‘5) =
, d?R , 2dR 2R
= — X cos ﬁ(ﬂd}z-i-—r-—dr e ';2)3
. 80(1'3 d% d{_)!, o
(grad g - grad @) = 5 -+ 42 und (grad gy grad @) = ——+ =

und setzen wir fur gy, und g, die Weite aus Beziehung (16) cin, dann

folgt:

h DX cos i 4R 4 4R 4R |

@)  dpy=— (e T e ) AT+
d/R  24R  2RV4¥  dR 4

+ H}(-d:? R R R dzﬂ']-

Die Losung dieser Differentialgleichung kann in der Form geschrieben

wetden:
DX cos &
(249) P1=— 35 Fu

worin P, cine Funktion allein von r ist. Dann wird

Y oy 1 g (. Py _
ap, =5 5 B) + w50 0 ) =
DX cos & {4:"‘31’1 24P, ?&}

’

dr? r dr 12

= P

und daher muB gelten:
ap, | 2dR 2% (&R AR ARy Ly
~(2 =) A%+

(23) e T rdr 12 dr? T Al
d fd*R 2dR 2Ryd¥ ,  dR 4
telF e G TR adT =

Dic Losung dicser Differentialglechung esgibt sich als®?)

I T
(26) R rf-;1 /x3fl () dr dr.

Fut grofie r muf} p,, also auch Py sich dem Wert Null nahern und daher
¢, Null semn Auf den West von ¢, hommen wir spatet {auf S. 307) zuruck.
Jeder beliebige Weit von &, crfullt (21) MuB jedoch auch (20) erfullt
werden (und darum handelt es sich), dann wiid ¢, duich u mitbestimmt.

Die Form

T 13
(27 Z::-f%a'fﬁfl(r) dedr

Lann cine noch einfachese Gestalt ethalten, indem man fur f1(r) den
Wert aus (25) einsetzt, die Integrationen durchfuhit und beachtet, dafl
1 d a¥
F— = 2 (2 ).
o 44 12 dr(r dx)

27y Beeuglich der Gestalr der pacticllen Losung siche # B E Madclung, Die
mathematischen Hilfsmietel des Physihers (Berlin 1936), 1804,

ey
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Wir erhalten dann
I

_ drR d¥ ‘{1dR  Ryd#

(28) Y= a 3 1 42‘[(}:—2 ar ;3') dr dx.

Die vollstandige Losung fur den Druck p finden wir dann, indem wir
(19}, (24), (26), (27) und (28) kombinieren zu ’

r
D
(29) p=4—;f41¥"{;—?fdr—~
« r

__ DXcosdfc, , dRd¥ 1dR  R\d¥ J
oot Tea 41[(?3; ~ )3 dt)
Um jetzt auch die Geschwindigkeitsverteilang zu bestimmen, wenden

wir die Operation 1ot auf Gleichung (20) an, wobei p eliminiert wird,
da rot grad gleich Null ist. -

(30) 2 rot rot rot u 4 rot (g9g, grad ¥ 4 ¢, grad @) = 0.

Der Ausdruck fur rot u in Kugelkootdinaten lautet:

1 ? u,
ot u = [——— 55 (g s 8) -+ ———3;}
31 1 1 %% 3
(1) oty r { sin & O T o (ruq,)}
1 b du
10tyu = — ——{—5; (ras)+ 3_1‘;}

Aus Symmetriebetrachtungen ergibt sich, daB u,, gleich Null ist und u
nicht von ¢ abhangt, weshalb rotu keine r- und keine $#-Iomponente
anfweist.

Wir setzen nun:

(32 W = rof, 1t = -%— {-—m% (rusy) + %;5 }

w ist et Vektor, dex nur eine g-Komponente besitzt, rot w bhat eine 1-
und eine §-Xomponente, die nicht von ¢ abhangen, aber keine ¢-Kom-
ponente; rot sot w wicderum besitzt nur cine @-Komponente, namlich

L lfjeewy 1 2701 9 .
10ty rOt W == r[W+?Bﬁ[ﬁ§6& (Wsm&)]].

A.uch tot (oq, grad ¥ + g, giad D) ist ein Vektor ausschlieBlich mit
einer g-Komponente Diese ist
7
oty (o grad ¥ 4 oy giad @) = lr(—;%;’ %g — d—:ff %g)
Glerchung (30) geht also jetzt uber in

(9 fEE9, 1001 Lo dw  deg oo
) ] 1 réd sm{r@%(w sin 'ﬁ)]l:: r(g-?f _ci?_.—a; -35-)‘

20

e g e

-k op e &

et o
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Oder nach Einsctzen von pg,, ¢ ;, und @ auf Giund von (16), (17) und (22):

ol 2aw) 1 8 1 @ . _
(337 TR 4L flins 5o (v ein )] =
DXsin#& 4 ... ¢d2R 2 dR 2R\ d4F
=P Rgar— (G + iR ) S )
Dic Losung von (33") hat die Gestalt
DXsind&
(34) W= '“'*‘W W,

wobet W eine Funktion allein von r ist. Wiid w nach (34) in (33") sub-
stituiett, dann eigibt sich, dal W die Differentialgleichung

Sgp (200 22

L odtw o 24W 2W R 4 1 /2R  2dR 2R\d¥
@) o = = rar e r2)dr=f2(r)

erfullen. muf}, deien Losung gegeben ist durch

r r
(36) ) W= cyr - E:; + J%Jr“fz (x) dr dr.

¢, und ¢ sind die — vorliufig — nicht naher bestimmten Integrations-
konstanten. Wir definieren nun & wie folgt:

T T
- _ 1 Rild 1 /2R, 24R 2R\d¥
(37 t= IA[F/Is [ ;@—rdqu?(drz-}-_r-d_rm»r;)va—r]drdr.
Diese Funktion spielt in unseren Berechnungen ganz diescibe Rolle
wie die gleichnamige Funktion bei Heniy Indem wir die Bezichung

i
AW == 14 (1:2 éq_) veiwenden und die Integiationen ausfuhren, konnen

2 de dr
wi & auf die Form bringen:
r

- Rd#  ff1dR _Ryd¥

37) 52}'&:‘—2Ef(;ea—ﬁ)"§fdf-
o
Mit der vollsrandigen Losung fir w
DXsin & <

. . ol A

39) we= PR e £ 2 8)

st nunmehr also rotu aus (82) und (88), divu aus (15b) bekannt,
wahrend aus Symmetricbetrachtungen folgt, daB u, == 0.
Nun rmissen daher noch u_ und u, isoliert werden aus
Lo fte,, 1 2 .
divu= S () + oo s (u,sin®¥) =0.

1 g , fur] _ DXsin# G
rot,u . o4~ & () Taaf}_ o (34 E)-

(39)
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Die Losung dieser Gleichungen kann folgendermaBen geschricben
werden:

u, = R;cos? und u,=R,sind,
wobet Ry und R, reine Punktionen von r sind. Nachdem dies in den

Beziehungen (39) substituiert ist, erhellt, daB R, und R, folgende Diffe-
rentialgleichungen erfiillen mussen:

(40) a) Ry=— L LRy

2 dR 2R 2R dZR. 4 dR.
by —£2%2 e st %N, % _DX 1 c
) t dr 12 2 dr? rﬁf-ﬁ?(csr _'}_;g+§)'

Aus (40b) ergibt sich, da3

Es
£

T

c 3 (DX
R1=;§+Cs+f;a T (o T+ E) deds

Dusch Substitution dieses Wertes von Ry in (40a) finden wir fiir R,
I T
g ‘1 DXs?
R2_ é%—CG—JFJm (C31' +:‘:—:+§) drdr—

T
1 [DXs?
_g‘raf‘z,:—n(csr“i-;;-l-é‘)dr.

[

~

. . .
Nach Durchfithrung der Integrationen konnen wir nunmehr u, und u
so schreiben: ' ’

r

> r
u =C051}[E§ . HD_E_ 2___Dixc4__DX1 DX .
3 pr + ¢+ Ty Cat i . 6;7_] p 13&dr +§l?7'] /gdr}
(1) ? ;
- r .
u =sim‘}li“ e DX, DXg DX 1 [ DX
: B0 10 " T gy 122y 18 j wedr— 6 f édr} :

Bis auf die Bestimmung der Konstanten c, bis ¢, in den Bezichungen (29)
und (41) stehen Druck und Geschwindigkeitsverteilung nunmehr voll-
kommen fest. Hierbei greifen wis erst auf vasere Behauptung auf 8, 304
7utuck, daBl ¢, auch durch u bestimmt ist. p und u mussen ja (15a)
ctfullen, Der beim Ausarbeiten von giad p entstehende Term

DX cos&
giad (— 1 ; ;»:)
n‘mﬁ also durch einen Teim deiselben Struktur in # rot rot v kompen-
stert weiden, angesichts der Tatsache, daB o grad (@ + ¥) keinen Term

enths cos & i i
halt, der grad( T }proportional wate. 7 rot rotu ist ein Vektor mit

20%
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- und 9-Komponente, firr den wir mit Hilfe von (31), (32) und (38)
finden:

7 10t, YOt U = 9] 108, W = _Q§2°§E&( )
7] FOty 1Ot U = 1 IOL,W = DX&" & { "4 e 14 (rf)}
Auch grad (_, D—\_lf;gs # :f_,) ist cin Vektor mit - und #-Komponente.
gad, (— D\L"S @ %) = DX ey
O‘rad ( D\ cos & c:;) DX::; i3 Stﬁ w

Oftenbar mufl ber jeder I\.omponente von (152) die Summe det ¢,- und
c-Terme gleich Null sein, was erfullt ist, wenn

(42a)
Die Randbedingungen fir die Flussigkeitsgeschwindigkeit and das
Potential sind

Cy = G4

fir t—> 00 u. = —Ucos? und ug=Usind, ¥=0; .
u, =0 =Y,

fur r=a und v, =10,

Die Bedingungen fur r —> o0, eingesetzt in (41), lehren uns, daB
{42h) ¢g=0 und ¢g=—U.

Mt den Bedingungen fur 1 == a finden wir aus (41)-

a
Y
Cy = a,j §dr—-§2:‘au und

(42¢) BY

Cs =

a
Ut DX (e g ) DR Crge
— +G jl dr ,]2_”1 E

Mt diesen Wetten der Koastanten c, bis ¢, wird die vollstandigc Losung
fur den Diuck und die Geschwindigkeit

D . a & 520 DX DPXa .,
43 p :—.._M.IA‘P dr chc-’pcose?ll ot " i ,5——47“2'/ t;d1}
% a8 DX/ [ 1 [ ara_
u, = cos 9 {(— 1T§_§G)U+6§:;(f§dr+ ra.[r Edr)
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. 3
u, = sin & {(1—%2—;3 67”1 /Edr frsgdr)
DX a3
+ 74;;;](2—:“?- @)f&df}
u, = 0. »

Ure nun die Kiaft zu berechnen, die der durch (43) definierte Fliissig-
keitsstrom auf die Kugel austbt, mufl p_,, der Druck auf einen Punke
der Kugelobeiflache in der Richtung & = 0, uber die ganze Oberfliche

integriert werden. Hierbei ist I

(44) Pax -~ Par COS "‘? Pas sin 7} == (_ + 27? aur C'OS 1?—-—-' y
g 1 8u;

~v(~ar—~—r— “33 sin #. - X

Die auf die Kugel wirkende Kraft (die also identisch ist mit den Kriften

k, -+ ky im I Kapite) 5. 289] ergibt sich nun als:

= [
;-

i .
ky + ky = fpax ZraZsind dd. - -
° -

-

Indem wir (43) und (44) anwenden, finden wir nach langwieriger, aber

einfacher Rechnung

9DXa

D 2 -
ky + ky = — banall + %9?# It —5— &, +DXa §dr.

Duich Substitution von » und £ aus (28) und (37) witd dies
a

) (2R+ —1;) +DXa [:ﬁdr.

DXa /(d¥

(43) k2+k3-——6m;aU+
1 2 8

Veigleichen wir nun Formel (45) mit dem Werte, den wir anf S. 289
fur ky und k; angegeben haben, dann sehen wit auf der rechten Seite
von Formel (45) der Reihe nach

1. die Stokessche Reibung (wie frither),

2. und 3. zusammen bilden die anuf S. 289 als elektrophoretische

Biremsung definierte Kraft k.

Die gesamte auf die Kugel wirkende elektrische Kuaft ist die
Summe der Krafte k, und k,, die von dem angelegten Felde (X) bzw.
dex Extialadungsdichte (o4} auf die Kugel ausgeiibt werden.

g > -
k, k== ne‘{—mj/ “ﬂcosﬁ 2xrsin @ . rd  dr.

2
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Iierin ist nach (16)
__Dys DXcosdid®R  2dR 2R
or = A T dx (dr- Tdr ?2-).
Eine einfache Integration lehrt uns dann, daB
. R . . neX(dR | 2R
(46) k= (5 )
Um noch die Gesamtladung der Kugel, ne, in? und a auszudriicken, be-
nutzen wir die Tatsache, daB diese Ladung der Gesamtladung der
Doppelschicht entgegengesetzt gleich ist. Also:

ﬁ
ng== —-Jo:;: dor®dy == +4HD :zddr (r c:‘y) r2dr= .

(47) 118 = — Da? ‘“‘)r )
da

Die Summe aller auf die Kugel wirkenden Krafte muf3 Null sein, also
ky 3 ky Pk 4 kg = 0. Aus (45), (46) und (47) folgt dann, daBi?s)

a

0 — — Bayal - DXa f tdr

oder "
a
DX
{18a) = Gon f Edr
Rd’lf 1dr R d'I"
(48b) U= G_-;; t dr —3r [‘ 1:2 de T d ! dr.29

28} Das Wegfallen von k, 4+ k, gegen den zweiten Term ky 4 ky (vgl. 45) ist kein
Zufall, sondern hat wesentliche Bedeutung, da der diesbozugliche Teil von ky -k,
geiade von den Kraften hervorgerufen wird, die an der Ladung in der Flussigkeit an-
greifen, und da dicse Ladung der Kugelladung entgegengesctzt gleich ist, ¢

29} Man kann an dieser Stelle auch bequem aufzeigen, wie die Schlufiformel aus-
geschen hatte, wenn keine Ruchsicht auf dic Wechselwirkung zwischen Relaxation und
Elehtrophorese genommen \vo:dcn warte, In dlcscm Falle wate ky 4 kg unter der An-

nahme berechnet, dall Ro= - & 2 =, Worln J == 2+ e . Dann wird
ky 4 ky = — G znall 4- DXa? (-m + DXa fgdr,

worin auch & berechnet wird, als ob R = r é—,— Dic Kraft ky J- X, bletht unvemndert
s fdi 1 4R 2R}
—rLA_-—D"{aZ(_ ~} 4+ DXa? ( rr)a{l—_snﬁ}'—?}?\]raa’
worin R =r+ 5;;-{- £(r).
Indem wir k; - %, + k,+ k, gleich Null sctzen, finden wir mach cinigen Um-
formungen

T

Overbeek, Theorie der Elehtrophorese 311

Diesc Formel gilt also sehr allgemein fisr die Elektrophoresegeschwindig-
keit einer Kugel. Wir branchten weder uber die Gestalt des ¥ noch iiber
die des R (also des auBeren Feldes) besondere Annahmen zu machen.
Die Formel vor Henry und demzufolge die Foimeln von Hiickel und
Smoluchowski sind als Speziaifalle aus (48b) abzuleiten, indem man
fur R die passende Funktion einsetzt.

Untet Anwendung des Ausdruckes (48) kénnen u_ und u, aus (43)
noch etwas kixzer ausgedriickt werden:

T b4
(49a) By = DX cos & fEdr _ lﬁsgdr} )
a

{49B) g — Dxéf::a ; ﬁdr + 35 f r3§dx} ’

Bs wate nun moglich, mit Hilfe der Beziehungen (48) und (49) zahlen-
maBige Losungen der Differentialgleichungen (10), (13) und (14) festzu-
stellen. Dies bote den Vorteil, auch bei groBeren {-Werten zu verlaBlichen
Ergebnissen zu filiren. Da derartige zahlenmaBige Ausrechnungen jedoch
sehr umstandlich sind, haben wir es vorgezogen, die Gleichungen (10},
{(13) und (14) naherungsweise fur kleine £ -Werte (e{/k'T < 1,d.h. { < 25mV)
zu 1ésen und die hierbei gefundene Beziehung fur R in 48 zu substitu-
jeren, Betreffs dieser Bezichung verweisen wir anf den Anhang. Dabei
finden wir dann eine E. G.-Formel der folgenden Form:

o

(G0 3= ot [f (a) — = —2.) oy (1) 2 2 (5] 85 (r0) —

—DKT
S 4 2_2) (k—T) g, (x2) “ﬁs— Bane (]z'i‘) f (= a)]

In dieser Bezichung, dic als eine Reihenentwicklung nach steigenden

Potenzen von (I%’i‘) zu betrachten ist, sind ein Term {2~z )? ( ) g (#a)
ef

und alle Beitsage, die den dritten und hoheren Potenzen von i propor-

tional sind, vernachlissigt.

0= 25 | frae—| “r)éd'_f_zif(y_;gz_mf;_:)) ) ar—

—3 G+ 22 @), )

wotin & denselben Weat hat wie in (484). Dic GroBe des Unterschiedes zwischen dicser
Formel und (48a) ist nicht leicht abruschatren, wenn auch leicht zu schen ist, daB sie
nicht identisch sind. Vgl. jedoch IV. Kapitel, S.315.
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Die Terme 2, 2_ (f—jrr) gz (#a) und (2,2 —z,z 4 2% (%)2 gy ()
konnen also nur in jenen Fallen sinngemaB angewandt werden, in
welchen z_ == z_, da sie sonst von derselben Ordnung sind wie dex ver-
nachlassigte Term (z_—z_)* ( ) g (#a). DleEIeLtrophoreseformcI(BO}

ist also fiir symmetische Elcktrolyte bis zur dritten Ndherung genau,
wahrend fur unsymmetsische Elektrolyte Terme der dritten Naherung
vernachlassigt sind.

Wir zerlegen deshalb die Elektrophoreseformel in eine Formel (50a),
gultig fur symmetiische Elektrolyte, und cine Formel (50h), die fir un-
symmetiische Elektrolyte gile39).

(50a) symmetrischer Elektrolyt:
G D: £\2 ¢+ -+ o= DKT
[ ) — 22 () 6 o) — B R () £ G

X~
(50B) unsymmetrischcr Elektrolyt:

U Df Z+ 03 + 2. o~ DkT [ 2
=g 1 ) — (o2 56 () = SRS E R ) G |

Die Punktionen £;(;¢a) bis f,(za) sind im Anhang zur Ganzc ausgearbei-
tet. Im folgenden Kapitel werden wir jedoch stets die numerischen Werte.
von Tabelle 2 und Fig. 7 verwenden®!).

V. Kapitel.
Die Elektrophoresegeschwindigkeit nichtleitender Teilchen.

Im vorigen Kapitel wurde abgeleitet, daB die Elektrophoseseformel
fur eine nichtleitende Kugel in einer Lésung eines symmetrischen bzw.
unsymmetrischen Elehtrolyts in folgende Gleichungen zusammengefat
werden hann:

30) 1n der Formel fur unsy mmctirische Elcktiolyte ist trotz dem Umstand, daB Bei-
trige proportional z 7. (%‘f) (e?—z oz .+ 2t )(u 2z od (2 — 2z ) (_‘_Tf‘)2 ver=
2y la -—z_\_ Dk I' &L

(z —_—2z )E 8 7. m £ (k

dieser Term, der dea Emflul des Fifissigheitsstromes auf die Toncnverteilung beschreibt,
hei kleinen #a die anderen ubertrifft (AnschluB an dic Theoric von Onsager), und da
hierin wenigstens vum Avsdruck kommt, daB bei unsymmetrischen Elektrolyten auBer

dem Term, der (e——z.) ;_i_ proportional ist, cint negativer Korrekturterm, propot-

nachlissigt sind, der Ternm ——— 1‘) f; (va) nicht weggelassen, da

uonal (i—})z, auftritt,
31y Siche Kapuet TV, S. 315 w. 316. R

Chi el
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(50a) symmetrischer Elektrolyt:

;z%f}( ,g)—-— [f (xa) — 22(—-) f, (xa)—-—
Q++0-—DkT
¢  Ganpe kT

.

£ (,,a)}
(501) unsymmetrischer Elektrolyt;
g sz(/ t)__eg[f {#a) — (z_ z+)( )f (,za)—-

X & unsymm k’]:‘
Ze 4+ 2 p._D
T Tlzr 2z bame k’I‘ fa (xa)]

Die Funktion f, 1(s¢2) ist identisch mit £(xa) von Henry??) und beschreibt

gemeinsam mit £ aus dem Faktor %Q den EinfluB der elektrophoreti-
schen Bremsung,

Der Relaxationseffekt auflert sich in den Korrektnrtermen fz(.va)
bis £(:a).

£,(2a) und fy(xa) spiegeln den EinfluB des elektrischen Feldes auf
die Ioncnvcrtcilung und entspringen letzten Endes den Termen

PP 0rad @ und EE grad W aus (10), wihrend £, den Einfuf des

ey

Fliissigkcltsstromes beschrexbt [uy . aus (10)]. Der EinfluB der Diffusion - -

kT .. . . .
- grad ¢ ist in jedem der Terme f, bis f; zum Teil verarbeitet.

£y, f; und f; sind fiir jedes xa positiv, die Korrekturterme fyund £,
geben also stets zu Herabsetzung der E. G. Veranlassung; das Vor-

zeichen des Korrekturterms (2 — f2 {#a) jedoch hingt vom Vor-

+) kT
zeichen von (z_ — z,) ab. { witd positiv verabredet. Ist die Valenz des

Gegenions groBer als die des mit dem Teilchen gleichgeladenen Ions, -

dann veranlaBt dicser Term eine Herabsetzung, im entgegengesetsten
Fall eine Erhéhung der E. G.

Vor allem wollen wir nun Formel (50) fur sehr Keine und sehr
groBe za spezialisieren. Fiir sehr kleine xa konvergieren {f1 {ma) — 1}
und fg(xa) schneller gegen Null als die andeten Terme (wie %2a? gegen-
uber a), so daBB dann iibrigbleibt

(502,) symmetrischer Elektrolyt:
H___Df,'{ Z+9++2—0—DkT(_)“_| N
6xq Wew +20e Baqe \KT) 6 |
(30b;) unsymmetsischer Blektrolyt:
LA Dﬁ{l_(z gyt zrerdroes ]21‘_'1_'(_*.5)21‘3}
X b=y + KT 6 (z++2z)¢e Bzns\kT/ 6

T —— - -

) D. C. Henry, Proc. Roy. Soc. {London], Ser. A 133, 106 (1931).

-~

-

ey
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Wenn in diesen Besiehungen G6ana =g, und { = %’l: substituiert wird,
gchen sie uber in

U 13_5_[1 I R S i I}k'r(es:) }

X T Gmy Zt {24+ 2z)p+r Gane\kT/ 6)°
welche Formel mit denen, diec Debye und Hiickel und Onsager fiir
die Tonenlaufgeschwindigkeit abgeleitet haben, vollig vergleichbar ist®3).

Im zweiten Batremfalle der groBen :a gehen (50a) und (50b)

dber in
(50a,;;) symmetrischer Elektrolyt:
U_D;{ L1 9____2(t§) 1

__e++ o DT (EK) 9

X 6anl" "8 222 KT/ Zxa~ 2e Gmns KT/ 8xa
(30b) unsymmetrischer Elektrolyt:
U ¢ 9 8¢ 9

1R el SR T
_ zeo+-lz—p- DET {042 9
(ze+z_e Guye (LT) Sya}
Die Koirekturterme sind 1/xa propoitional und konvergieren also fiir
sehr grofle Werte von xa gegen Null. Wir kommen hier zu dem beach-
tenswerten SchluB, daB die Gleichung von v. Smoluchowski
U D¢

X day

33) Die entsprechende Formel der Theorie von Debye und Huckel lautet:
U _ &‘.‘[ 404+ 70 DKT [el\2 7a
X T éa LIt T+ 20 qus(l'c_f‘) _6_]'
Dies Unterschied zwischen dieser Formel wad der unsrigen ist zur Ginze dem Term

aus (50by) wuzuschreiben:

E‘. /a
(Ze—Z4) 35 5>

der letzten Endes aus dem Term
dI . 1 1
(L-“Z+) ax Agx (‘; + -‘—-2)
aus {63) entsprngt und von Debye und Huckel mit Unrecht vernachlissigt ist.
Nach Onsager ist die E. G. cines positiven Jons

3_335[1#2—94- 29  DKI feyy2 »a
X gy EIR 1_{__]/'(‘1’6:';:,5 kT}) &1

z. o [ S
Ty ) oy Fed
Diese Formel sicht der unseren naher als dic von Debye und Huckel, da Onsager
gar wohl den Term

worin

q:-_.-'

aY , _oft 1
o) G A (3
berucksichtigt hat. DalR dennoch ein Unterschied zwischen Onsager und uns besteht,
ist daraof zuruchzufuhren, dall Onsager mit der Brownschen Bewegung des betrach-

teten Zentealions gerechnet hat, wahzend wir diese vernachlassigt haben.

5
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tatsachlich gilt, auch wenn man auf die Deformation der Doppelschicht
Riicksicht nimmt, falls die Doppelschicht nur sehr diinn ist!

Hermans®®) kommt zu einem anderen SchiuB und findet Korrekeurterme fiir
den Relanationseffekt, die ungefahr xa-mal so groB sind als die unseren, Wit kénnen be-
weisen, daB dieser Unterschied vor allem darauf zuruckzufubren ist, dafl Hermans
mut der Wechselwirkung zwischen elektrophotetischer Bremsung und Relaxationseffekt
aicht gerechnetund daher U nicht auf Grund unserer Gleichung (48) buw: (92) ausgerechnet
hat, sondern nach der Elektrophoreseformel von Fufinote 29, 5. 310 und 811.

Wir haben. dazu mit Hilfe unserer Bezichung (76) den Wert fur £{t) aus FuBnote 29

ausgerechnet auf Grund von I= xR = ur- ’ii o+ 2f () und diesen Wert in der Elek-

trophorcseglemhung von Fufinote 29 subsmtmert”) Dann finden wir: i
35 67:»;{ +~"-(z—~z+) kT (1—....) +hohere Potenzen von (kI)} ;!

. h. der Relaxationseffckt wird um einen Faktor der Ordmang »a zu groB befunden,
und es ist daher sicher nicht erlaubt, bei grofien #a den Einflul der elektrophozretischen
Bremsung und der Relaxationsbremsung als zwel gesonderte Korrekturen 2u betrach-
ten. Die elektrophoretische Bremsung ist hier so groB®S), daB sie durch ziemlich klcine

Anderungen, die die Relaxation im Feldverlauf zustande bringt, merklich beeinflufit wird,

%07 ar 7 70 700 7000 kq
A =
N XK/
902 A
\ LAR) -
\
\‘ £
Qo ¥
i
\ .
Deb y"e und
006 Hichel
a08

Fig. 7. Werte von fy(va), f,(#a) und f;(xa) aus Formel (50).

34y 1. 7. Hermans, Philos, Mag. J. Sei. 7, 26, 630 (1938).

35) Hierbel ist es notig, auch den Term Pe—> (I/x-+- 153) (siche Anhang) mit za
rechnen, da dieser jetzt wohl einen Beitrag zut B, G, hefert, was nicht der Fal ist, wenn
man die Elektrophoreseformel (92) oder (48) verwendet,

38) %y [vgl. S.289] ist ja gleich neX, dic elektrophoretische Bremsung

k;=(D%2 —ne) X und ne=D¢fa (1 + z2), also ks""“;_:.ayansx'

d. h. fur grofe xa ist die clektrophoretische Bremsung beinahe ebenso grof’ wie dic tred-
bende Kraft ky, so daB die E. G. schon wegen der elektrophoretischen Bremsung allein
mit einem Faktor 1f,a herabgeserzt wird.
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Bei kleinen xza, bei welchen auch die clektrophosctische Bremsung klein ist, spielt
diese Wechselwirkung Leine bedeutende Rolle, so daB dann aus Formel (92) buw., (48)
dieselbe E. G. errechnet wird wie aus der Elektrophoresegleichung von Fufinote 29.

Wir haben jetzt also aufgezeigt, daBl in den Extiemfillen sehr aus-
gebreiteter und sehr hompakeer Doppelschicht die Korrekturen fiir den
Relavationseffelt sehr klein sind.

In dem dazwischenliegenden, vom Standpunkt der Kolloidchemie
aus interessantesten Gebiet ist dies jedoch nicht der Fall, wie sich am
deutlichsten aus einer graphischen Darstellung der verschiedenen Kor-

rekturterme ergibt,
Tabelle 2%7). -
Werte der verschiedenen Korrekturterme aus der Elektro-
. phorcseformel {60).

30 l 100

: i
£ (xa) 1,000545,1,00398 1,0267 1,100 1,163 1,25 1,34 1,424 !1 458

1

|
folra) 00125 10,0219 00413 0,053 : 0,057 0,05, 0,04 0,018 | 0,0102
£ (<) 10,0009 10,0044 +0.0116,0020 | 0,022 0,021 0 0145[0, 0796, 0,00444
£, () 00107 0.0218 '0,0387 0,031, ' 0,034, 6,03, 0,04~ 0,0177 ' 0,00992

xa 01 ° 03 1 315]10'20

InFig. 7 und Tabelle 2 werden die Wezte von £, bis £, als Funktionen
von xa gegeben. Im Gebiet zwischen xa = 0,1 und #a = 100 estreichen

Tabelle 3.
Valenz- und Leitfahigkeitsfaktoren®®) aus Formel (30aundb).

%424 2.0 pkr

Elekhtrolyttype Valenzfaktor 1 i G

B O do= =0 | A =70 4. =350
1—1 ¢ ' 1 0,134 : 0,110,
1—2 -1 — 0,307 0,110,
1—3 -2 - 0,460 ; 0,129
1—143 -3 , - 0,625 0,154,
2—1 1, - 0,307 r 0,258
22 0 ' % 0,368 ; 0,221
3—~1 2 ; — 0,160 ‘ 0,422
31 3 . — 0,625 , 0,595

3%) Dic Werte der f(»a) fur 2 == 10 und #a = 20 sind weniger genau als dic anderen,
da die Reihen fur grofie #a hier schlecht konvergicren und die Anwendung der Reihen
fur kleine »a keine genanen Resultate e1gibt, da E(x) [siche Anhang (60) S.334] nicht aus-

reichend genau bekannt st

z Lz_o_
28) Der Faktor t ++ i i.:DTk:;

Ionensorten haben ,,normalc“ Beweeglichkeit, 2, das Kation hat die Beweglichkeit des
H--Tons, das Anicn hat normale Beweglichheit,

ist fur zwei Sperialfalle gegeben: 1. beide
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die £(xa) Werte, die zwischen 0,003 und 0,05 variieren. Sie werden noch
mit einem Faktor e/kT bzw. (e£/k'T)? multipliziert, der fiir {-Potentjale
0, 25 und 100 Millivolt 0,1, 4 bzw. 18 betrigt, und mit ¢inem Valenz-

faktor bzw. dem Faktor 2404 T 2.0 DET , die, wic aus Tabelle 3 erhells,
(2, +2z )¢ l'i:rma

zwischen 0 und 4 bzw. 0,1 und 0,6 variieren, .

ffmi:)
’ =2 f(m £)
’ F
10 )
95— ]
0
g01 41 7 70 100 1000 ka
Fig. 8. f(ra, {) fur symmetrische Elektrolyte.
o) -
15 T
-‘L -95- P4 -4

o5

oL

ao7 a7 7 100 7000043 -
Fig. 9. £(v2,{) fur vnsymmetrische Elektrolyte bei «f/kT ==2 (£ = 50 mV),

-
-

Es cigibt sich auch, daB der Term z2 (k_ ) £5 (%a), der fur Kleine wa

gegenuber den anderen Kotrekturtesmen zu vernachlassigen isi, fir
grofic xa dicselbe Ordnung erreicht wie dexr Term

-
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-

Z4 g+ - Z—(L—DI_{I(E.:
(z+-+2ye Grne

E'r)2f4 (w2)
und daf} es daher im allgemeinen nicht gestattet ist, diesen Term zu ver-
nachlassigen,

Die gestiichelte Linie in Fig. 7 gibt die GroBe des Relaxations-
eficktes nach der Theotie von Debye und Hiickel an. Hier ergibt sich
also, daB unseie Rechnung merklich von der von Debye und Huckel
abweicht, wenn xa > 1/10, womit unsere Behauptung im I. Kapitel,
S. 203 uber das Gebict, wo die Methode von Paine giltig ist, gerecht-
fewtigt wird.

Tabelle 4.

f(xa, {) fur symmetrische Elektrolyte.

Elektrolyt- 34 . ua

wpe kT L 00x 01 ' 1 {5 | 10 ¢ 100 | 1000
} i

PR g 1,000 1,000% 1,027i 1,163! 1,25 | 1,458 1,495
— 5 | 1,000: 1,00 '1,00 113 | 1,22 ;1,45 | 1,495
= 10999 099 ,09 ' 103 112 1,43 : 1,493
T 0995 095 1073 065 075 l 1,36 | 1484
0 1,000? 1,000, 1,027 1,168 1,23 1,458: 1,495
22 1 10,999,099 | 097 1,055] 1,15 1,44 | 1,493
2 |0,998! 0,97 |0,77 0,731 0,88 1,37 ' 1,486
+ 109901088 | 0,06 —057 —0,41 1,11 ' 1,457

In den Fig. 8 und 9 und in Tabelle 4 wird fiir verschicdene Werte
von &f/kT und von za der Betrag angegeben, mit welchem die Grofie
Df/6zn multipliziest werden mufl, um die E. G. zu ergeben Wit haben
dabei unsere Formel auch bei groBeien £-Werten angewandt trotz dem
Umstand, daB unsere Naherungen hieifur sicher nicht mehr sichtig
sein werden. Da dje Formeln (502 und b) als der Beginn einer Reihenent-
wicklung nach steigenden Potenzen von &f/kT zu betiachten sind,
durfen wir uns mit den ersten hier ausgerechneten Termen nur zufrieden-
geben, wenn ¢f/kT < 1, d. h. wenn { < 25 mV.

Ums die Formeln auch in Fallen anwenden zu diirfen, wo £ > 25 mV,
muften wir wissen, dafi die Koeffizienten [f(:2a)] der folgenden Terme
viel kleiner sind als die des ersten Terms. Und das wissen wir nicht,
Nur bet kleinen #a muf3 dies wohl der Fall sein, da sonst die Theorie
von Onsager bei den starken Elektrolyten, wobei auch die erste Nahe-
rung bel hohen J-Potentialen angewandt wird, nicht so genau stimmen
konnte,

Euig
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Dz es nun fur den Kolloidechemiker so wichtig ist zu wissen, welche
SchiuBifolgerungen er aus Elektrophoresemessungen ziehen datf, haben
wir doch versucht, (502 und b) ohne weiteres auch auf hohe ¢-Potentiale
anzuwenden. Die dabei erhaltenen Ergebnisse stimmen so gut mit den
Experimenten tiberein, da wir offenbar doch auch fiir hohe {-Potentiale
aus {502 und b) zumindest die richtige GroBienordnung des Relaxations-
effektes gewinnen. Poch mufl man die hier gegebenen Zahlenwerte
mit der notigen Reserve betrachten und z. B. keineswegs aus dem Um-
stand, daB} f (xa, {) fur 2-2-Elektrolyte bei £{/kT = 4 negativ werden
kann, den SchluB zichen, daB die E.G. schon allein infolge des Relaxa-
tionseffektes ihr Vorzeichen umkehren kann!

Die Fig. 11 fiir unsymmetrische Elektrolyte ist mit Hilfe von f, (xa)‘,
fp (2a) und f;(xa) berechnet, wahrend auf Grund der fruher mitgeteil-
ten Uberlegungen der, fy(xa) analoge, Term vernachlassigt ist (vgl.
§.312). Um trotzdem unsymmetrische Elektrolyte mit symmetsischen
vergleichen zu konnen, sind in dieser Figur auch Werte fiir symmetzische
Elektrolyte aufgenommen, bei welchen f;(xa) vernachlissigt ist. Diese
Weste werden jedoch der Wirklichkeit weniger nahekommen als die
ans Tabelle 4 und Fig. 8. .

In Fig, 8 fillt"vor allem auf, daff die Theosie von Henryh bei sehr -

kleinen [-Potentialen (Linie ¢{/kT = 0) vollkommen bestatigt wird
und daB8 die Abweichungen bei {-Potentialen unter 25 mV nur noch ge-
tinge sind. Dieser Schluf ist theotetisch wichtig, da er uns lehrt, daB der
Relaxationseffekt bei kieinen (-Potentialen sehr wenig EinfluB hat,
wahtend dabei die elektrophoretische Bremsung gar wohl groB sein

kann [;%i f (a) ist ja, zumindest bei groBen wa, viel kleinet als ns/6ana ].

Diese Tatsache ist auch von praktischer Wichtigkeit insbesondere fiir

die Inteipretation der E. G. von Biokolloiden, da hier viele Falle ge-

inger E. G. vorkommen und wir darans pun also mit Sicherheit das
{-Potential (und dic Ladung) errechnen kénnen.

Wenn das {-Potential jedoch groBer als 25 mV (ef/k'T > 1) ist,
hat der Relaxationseffekt cinen merklichen Einflu auf die E. G. Dieser
Einflu ist ein Maximum, wenn die AusmaBe von Teilchen und Doppel-
schicht von gleicher Ordnung sind. Weil der Relaxationseffekt mit
wachsendem {-Potential so schnell zunimmt, braucht eine unbegrenzte
Erhohung des ¢ keine unbegrenzte Ethohung der E. G. nach sich zu
zichen. Dies ctgibt sich sehr deutlich avs Fig. 10, wo die E. G. als Funk-
tion von { und xa fur 1-1-Elektrolyte gezeichnet ist. Wahtend U bei schr
groBen und sehr kleinen xa proportional { zunimmt, hat die U-£-Kutve
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fiir dazwischenliegende Werte von xa ein Maximum, Fiir die {iblichen
Werte von wa licgen diese Maxima bei Blektiophoresegeschwindigkeiten
der Ordnung 5 pem/Vsec, in guter Ubereinstimmung mit der schon
Ha=50 von v.Hevesy#a) aufgezeig-
ten Maximumgeschwindigkeit
der RElektrophorese.  Auch

H=oo

7

in &2 / K das von Troelstra®) be-
V -

6 i / V4 obachtete Phinomen, daB die

4093 E.G. des Ag] bei abnehmen-

5 // xg=20 dem py, also bei zunchmen-
A dem Teilchenpotential, ein

durchschreitet,
Hget paBt vollig hierzu. Sowohl
die Hohe dieses Maximums

(6 pem/Vsec) als auch das

#a=70 Potential, bei dem es gefunden

Maximum

1 . wird (Gesamtdoppelschicht-
s ypotential 250 mV, {-Potential
g 50 700 750 daher < 250mV), stimmen mit

unseren Kurven fiir #a = 10
und 20 in Fig. 10 Giberein. Aus
den von Troelstra angegebe-
nen Werten fui Teilchenhalbmesser (32 mys) und Elektrolytkonzentration
(12 mMol KNQO,) ergibt sich, daB bei seiner Messung xa gleich 11 war.
Aus den Fig. 8 und 9 erhellt des weiteren, dafl bei konstantem §
und zunchmender Elektrolytkonzentration (zunchmende xa) die
E. G. erst sinkt, zwischen %a == 1 und xa = 10 ein Minimum erreicht
und hierauf wieder ansteigt. Mit zunehmender Valenz des Gegenions
verschiebt sich dieses Minimum nach rechts, also nach hoherer Elektro-
Iytkonzentration, )

Fig. 10. Die Elektrophorescgeschwindig-
keit als Funktion von § bel verschiedenen
Werten von »a (1-1-Elckrrolyt).

Wenn man jedoch zu einem Sol einen 1nd1ﬁ'crentcn Elektrolyt
hinzufiigt, witd das {-Potential nicht konstant bleiben, sondern sinken,
wie deutlich aus {~-Messungen nach andeien Methoden hervorgeht, z. B,
mit Hilfe des Stromungspotentials oder der Methode von de Biuyn4?),
Bestimmt man also die E. G. als Funktion der Elektiolytkonzentration,
dann findet man zwei einander durchdringende Effekte, ndmlich die
wahre Andcrung des { und die Anderung des f(xa, £). InFig. 12b sieht

33“) G v. Hevesy, Kolloid-Z. 21, 129 (1917); Phystk. Z. 14, 49 (1913).
) 8. A, Troelstea, Diss. (Ctrecht 1941), Fig. 88, 34 und 37.
4% M. de Bruyn, Diss. (Utrecht 1938),

vy
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man ein instruktives Beispiel hierfur®®) bei der E. G. von Ag] in ver-
schiedenen Ba(NO;),-Konzentrationen. Bei zunchmendem xa sinkt die
E. G. erst, esreicht ein Minimum fir xa ungefahr gleich 2 (a == 3+ 10-%)
und steigt danach [EinfluB von £(»a, {)], um bei noch hoheren xa wieder
zu sinken (wahre Senkung des {). Bine so vollkommene U-c-Kurve
witd jedoch nur sehr selten gefunden. Bei Elektrolyten mit einwertigem
Gegenion fehlt meist die erste Senkung, so daB wir wohl annehmen
miissen, dafl die E. G. des reinen Sols dann ungefibr im Minimum der

{in 457 '
Vsee, I ’
~Br ;l_{ gemessen (Troelstra) KG=71
7 A\ berechnet Ha = 20 -
71
Y berechnet KO- 10 - e
d i

&-Potential in m Vi Kurven i und JT)

g 180 260 " e~Pofentiol mm V(Hurve I, )
4 6 g 2 g -
*2r Fig. 11, Vergleich gemessener und ertechneter Elektros
phoresegeschwindigkeiten.
i 44 (Die Ubeteinstimmung witd noch besset, wenn man be.
NV denkt, daB die experimentcllen Werte gegentber s-Poten-
6L b t1a]en aufgetragen sind und daf3 das {-Potential bestimmt

kleiner ist als_das s-Potential.)

Kuiven in Fig. 8 und 11 gefunden wird. Wir treffen dann Kurven mit
einem steigenden Stiick [Anwachsen des £ (xa) und Verminderung des
Relaxationseffektes] und einem sich senkenden Stiick (Abnahme des £)
an (vgl. Fig. 14a, die der Arbeit von Powis#) iiber die E. G, von Ol-
emulsionen entlehnt ist), Falls eine bis zu hoher Konzentration kontinu-
ierlich abfallende Elektrophoresekurve gefunden wird, wie das hei mehs-
weitigen Gegenionen hiufig der Fall ist, chirfen wit daraus wohl den
Schlufl ziehen, daff die Senkung des { die anderen Effekte iibertrifft,

In Fig. 9 tritt auch deutlich hervor, in welchem MaBe Elekerolyte
verschiedener Valenztypen die E. G. beeinflussen. Die vorhergesagte
Aufeinanderfolge stimmt gut mit den Experimenten iiberein (Fig. 12a
und b). Umgekehrt sagt also cine derartige Ionenkurvenstreuung nur
betreffs der Elektrophorescerscheinung etwas Sicheres aus, aber nicht
tUber die zugchotigen {-Potentiale.

Auch der Teilchenhalbmesser muB einen EinfluB auf die E. G. aus-
Uben. Bei gleichem {-Potential werden im allgemeinen groBe Teilchen

1) F. Powis, Z, physik, Chem. 89, 91 (1913).

21
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schneller wandern als kleine, wahiend viellecht in sehr reinen Solen
mit kleinen Teilchen (kleine a) das Gegenteil der Fall ist. Die Messungen
von Mooney?) an verhaltnismaBig grofien Oliropfchen und von
Kemp®) an mit Gliadin bedeckten Quarzteilchen sind mit unserer
Theotie in groBen Zugen in Ubereinstimmung,.

Die Beweglichkeit der Tonen ist ebenfalls von einigem EinfluB
auf die Relasationskorrektur. Sehr bewegliche Yonen wie H+ und OH~
(also mit Kleinen g, bzw. g.) verursachen einen kleineren Relaxations-
efickt als langsame (siche Tabelle 3).

Diese Schluffolgerung wird von den Tatsachen picht bestatigt,
da im allgememen Sauren die E. G. gerade starker erniedrigen als Salze.
Hier muB also wohl ein unmittelbarer Binflug der H-Tonen auf das
{-Potential angenommen werden.

_8. -&r

i u He P2 (V)
’f’g |} sgg {lrg _Vsce’: lig, ’
-1 [Zel)
-6r HaFe(CNs -6r
-5.
_.4[ L . ”
-3 [~
BalNG,),
_2 -
_1 -
G705 04 G5t A
Fig. 12a. Fig. 12b. :

EleLtrophoresegeschw indigkerten von Ol (Powis) und AgJ {Lroclstea)
ber vesschiedenen Elektrolytkonzentrationen.

Tabelle b.
EinfluB der Tonenbeweglichkeit auf f(xa, {}.
¥ ette von f(xa, §) fur 1-1.wertige Elektrolyte bei I_:’gf‘: 1 (£ =100 m¥V).

a) A, =A_=170
b) 4. = 350.4_= 70

va I 1, 10 | 100

| i
a) Langsame lonen... . ..... 0,728 0,75 : 1,358
b) Schnelle Tonen .............. 0,774 0,83 1,369

12y M Mooney, J. physic Chem 85, 331 (1931).
1y ¥ Kemp, Trans Faraday Soc 31, 1347 (1933).

o
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Es ist sicher bedauerlich, daB8 der in der votliegenden Atbeit an-
gegebenen Methode der E.G -Berechnung von Kolloiden noch so viel
Unsicherheit anbaftet, dal unsete SchluBfolgerungen unvermeidlich
qualitative bleiben mussen. Es ist deshalb vielleicht ratsam, an dieser
Stelle noch einmal scharf zu umreiBien, in welchen Beziehungen unsere
Rechnung unzulanglich bleibt.

1. Die Brownsche Bewegung des betrachteten Teilchens ist nicht
betucksichtigt. Dies wird vielleicht bei Solen mit kleinen Teilchen eine
allerdings nicht sehr groBe Fehlerquelle ergeben kénnen. F

2. Die gegenseitige Wechselwirkung der Solteilchen wurde wver-
nachlassigt, was in schr konzentrierten Solen nicht zulassig ist. In diesem
Zusammenhange ist emn 5ol als konzentriert zu betrachten, wenn die Ge-
samtladung der Solteilchen wenigstens von derselben Ordnung ist wie
die Gesamtladung anderer Tonen im Sol.

3 Die Tonen in der Doppelschicht sind als Punktladungen auf-
gefaBt, wober nm die Coulombsche Energie in Rechnung gestellt ist.
Es ware eiforderlich, Tonenradivs und Adsorptionskrifte etwa in der
Weise zu berucksichtigen, wie Stern®?) dies angegeben hat.

4. In letzter Zeit sind Hinwelse gegeben worden, dahin gehend, da3
die Strultur der Doppelschicht komplizierter ist, als wir sie ons bisjetat
voistellten. Verlende?®) findet, daB die Leitfdhigkeit der Doppel-
schicht 10—50 mal groBer ist als jhrer Ladung entspriche. M. Klompé46)
stellt es als moglich hin, daB in Fallen, in denen die Potentialdifferenz
tm diffusen Teil der Doppelschicht praktisch Null ist, eine groBe Elek-
trophoresegeschwindigkert aufireten kann,

5 Dei schweiste Einwand gegen unsere Berechnunger liegt jedoch
it dem Umstand, daf3 die Reihenentwicklungen so fruh abgebrochen
werden, welchem Umstand zufolge die Ergebnisse nut fur kleines {-Poten-
tial exakt gelten Im Flinblick auf die sehr umstandliche Rechenarbeit,
die das Ausarbeiten hoherer Naheiungen eifordert, scheint es mehr emp-
fehlenswert, die im IIT. Kapitel gegebenen Grundgleichungen (64a bis €)
fur giofere {~Potentiale graphisch zu losen, Auch dics wird sicher zeit-
1aubend sein und in schrittweisen Ndherungen ausgefuhrt werden mussen,
aber wahrscheinlich bringt es doch schneller ans Ziel als die 1cin analy-
tische Methode.

) O. Stern, Z. Elektrochem 30, 508 (1924).

%) Ed. Verlende, Prec, Kor. peder] Akad, Wetensch, 42, 764 (1939); Diss.
(Gent 19409, 30.

%) M. Klompé, Diss (Utiecht 1041).
1%
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7usammenfassend miissen wir den Schluf3 zichen, dall dicse Arbeit
uns noch nicht in den Stand setzt, den Zusammenhang zwischen E. G.
und Z-Potential genau anzugeben. Wohl aber wurde unsere Kenntnis
des Mechanismus der Elcktrophorese und der mit dem Relaxationseffekt
zusammenhangenden Erscheinungen vertieft.

1. Wit vermochten exakt anzugeben, welche Faktoren bei der Be-
rechnung der E. G, in Rechnung zu stellen sind und wie diese Rechnung
ausgefithrt werden kann.

9. Es wurde cine Elektrophoreseformel (48) abgeleiret, welche die

elektrophoretische Bremsung und den Relaxationseffekt véllig beriick-
sichtigt. ]
3. Aus (48) wurde nach Einfuhrung ciner Anzahl Niherungen die
Formel (50) abgeleitet, die den Zusammenhang zwischen E. G. und {
fir kleine {-Potentiale genau beschreibt, Dabei wird fiir & —» 0'die Formel
von Henty bestatigt und bewiesen, daB €iir {-Potentiale unter 25 mV
sur Bericksichtigung des Relaxationseffektes nur kleine Korrekturen
(einzelne Prozente) eingefihit werden miissen,

4. Wird (50) auch bei groBeren ¢-Potentialen angewandt, dann er-
gibt sich, daB3 der Relaxationseffeke betrachtliche Kotrekturen der E. G,
erforderlich macht. Die GidBenordnung dieser Korrekturen, die Ab-
hingigkeit von #a und die damit zusammenhingenden Erscheinungen
entsprechen in grofien Zigen dea experimentellen Tatsachen, wie:

a) Einflug der Valenz der Neben- und Gegenionen,

b) Maximum der E. G. (v. Hevesy),

¢) Maxima und Minima in der U-c-Kuive trotz monotonem Verlauf
der &-c-Kurve,

d) Erhohung der Diclektrizitatskonstante (vgl. VI. Kapitel).

Da unsere Ergebnisse fiir hohere Z-Potentiale bloB qualitative
bleiben, darf dic Kolloidchemie bis auf weiteres aus Elektrophorese-
messungen nicht mehr als semiquantitative Schliisse zichen, auBer wenn
die E.G. klein ist (1 pem/Vsec). Will man iber genauere Werte des
-Potentials verfigen, dann trachte man diese mittels anderer Mcthoden
kennenzulernen.

V. Kapitel.
Die Elcktrophoresegeschwindigkeit leitender Teilchen.

Bevor wir unsere Rechnungen aus dem III Kapitel und dem An-
hang auf die E. G. leitender Teilchen anwenden kénnen, erhebt sich die
Frage, ob sich bei der Elektrophorese leitende Teilchen als solche ver-
halten. Mit gioBtem Recht wurde von verschiedenen Autoren (Henry,
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Verwey, van Gils) darauf hingewiesen, dall dies zu bezweifeln ist
da beim Stromdurchgang iiber die Grenze leitendes Teilchen/Fliissig:
keit Elektrolyse auftritt und diese Elektrolyse von Polarisationserschei-
nungen begleitet ist. Man kann diese Polarisation in der Uberspannung
ausdriicken und man miite nun untersuchen, ob diese Uberspannung
groBer oder kleiner ist als die Potentialdifferenz, die bei Elektrophorese
zwischen der Vorder- und der Riickseite des Teilchens besteht, Elektro-
phoreseversuche werden nun in der Regel bei einem Potenitialgefﬁ]lc
von einigen Volt/cm unternommen, und da die AusmaBe kolloider T¢il-
chen von der Ordnung 10¢ ci sind, wird zwischen Vorder- und Riick~
seite eine Spannung von cinzelnen Mikrovolt auftreten. Die Stromdichte
kann bei Elektrophoreseversuchen zwischen 10~ und 10~ Ampfcm?
variieren, und es ist nun also die Frage, ob bei dieser Stromdichte die
Uberspannung am Material, aus welchem leitende Kolloidteilchen be-
steben (Ag, Au, Pt, Hg usw.) grofer oder kleiner ist als einzelne Mikro-
volt. Bei Messungen an Makroelektroden werden bei den genannten “
Stromdichten Uberspannungen von einzelnen oder vielen Millivolt
gefunden. Daraus kénnte man unmittelbar den Schluf3 ziehen, daB leitende
Teilchen sich bei Elektrophorese doch wie Isolatoren verhalten. Die
Uberspannung hingt jedoch auch von der Azt der Elektrodenoberfliche ab
und wird keiftig herabgesetst, falls die Zahl aktiver Stellen an der Ober-
fliche zunimmt (rauhe, platinierte Elektrode). Im Vergleich zu einer
Makroelektrode weist die Obetflache eines Kolloidteilchens sehr viele
aktive Stellen auf, wodutch die Uberspannung wieder merklich wird
verringert werden kdnnen. Auf diesem Wege kommt man also zu keinern
definitiven SchluB.

Auch das Experiment bringt uns hier nicht viel weiter. In erster
Nzherung wird die E. G. eines Ieitenden Teilchens von derKurve (p== 00)
in Fig. 3, S. 291, bestimmt werden; d, h. bei kleinen und mittleren x«a
herrscht hier eine E. G. normaler GréBe, bei sehr groBen xa ist die B.G.
praktisch Null. Die Tatsache, dafl kolloide Metalle eine normale elektro-
phoretische Beweglichkeit aufweisen, sagt also, solange xa nicht sehr
groB ist, wenig tiber den Stromdurchgang durch die Kolloidteilchen
aus. Henry47) zitiert einen Fall, bei welchem die Polarisation absichtlich
schr klein gehalten worden war und wo dann auch bei sehr grofen xa
keine Elektrophorese gefunden wurde (Ag-Diaht in AgNO;-Losung).
D.emgegenﬁbcr stehen die Messungen voa Bull und S&llne 148), welche
die B.G. verhiltnismiBig grober Hg-Emulsionen in Hg,(NO,), Lésung

) D. C. Henry, Proc. Roy. Soc. [London], Scr. A 133, 122 (193
s . Roy. . N . , 122 1.
48) 1L B. Bull u. K. Sollner, Kolloid-Z, 60, 263 (1932). e



398 Kolloid-Bethefte Band 54, Heft 7—9

bestimmt und hierfur bel a2 = 10—100 noch einen Wert® von gut
3 pem/Vsec gefunden baben. Wir neigen det SchluBfolgerung zu, dafl
leitende Kolloidteilchen sich bei Elektrophoreseversuchen wahrscheintich
wie Isolatoren verhalten, dafl es aber nicht ausgeschlossen ist, daB siein
bestimmten Fallen als Leiter auftieten. Das bedeutet, daB im allgemei-
nen unsere Randbedingungen fur den Stiomtransport (7 und 8 von 8. 299
und §. 300) unveiandert fur ein leitendes Teilchen gultig bleiben, so
daf3 dic Konstanten C und B ihe Werte nach (87) und (89) behalten,
weshalb auch Foimel (30) unverandeit angewandt werden darf. Bei der
Randbedingung 5 von 8. 299 muB allerdings die unendlich grofie Dielek-
trizitatskonstante eines Leiters berucksichtigt werden, was Einflu auf
den Weit von P (91) ausubtr. Dies hat jedoch keinen BEinfluB auf die
GroBie der E. G.

Wir wollen auch noch der E. G. von Teilchen, die den Strom wohl.

gut leiten, einzelne Satze widmen. In diesem Falle wiirde nicht nur die
Randbedjngung 5, sondern auch die Randbedingungen 7 und 8 geandert,
wahrend ubrigens die Rechnungen aus Kapitel 1II und dem Anhang
unverandert ubernommen wetden konnten. Beim Inrechnungziehen
der Randbedingungen treten jedoch jetzt uneiwattete Schwierigkeiten
anf, da zwei der Randbedingungen identisch werden und daher einer
der Koeffizienten B, C und P (siche Anhang) unbestimmt bliche. Fiir
cinen Letter lauten ja die Randbedingungen:

1. Stromstarke senkrecht zux Kugelobetflache ist innerhalb und auBer-
halb der Kugel gleich. Da die Leitfahigkeit inneihalb der Kugel sehr
grof} ist, ist die Feldstarke sehr Klein. Also @, = 0, daher (@),_, =90,
demnach (), =0 Vgl {79), (17) und (63). .

2. Dei. Strom dutch die Oberflache wird in einem bestimmten (ge-
gebenen) Verhaltnis von Kationen und Anionen bewerkstelligt. Es ist
z. B denkbar, daB nur dic Ht-Tonen (bei einem Pt-Sol) oder die Ag-
Tonen (bet cinem Ag-Sol) an der Grenze Kugel/Flussigkeit entladen
werden und daf die Anionen uberhaupt nicht mitwitken.

3. Dic Feldstarken inneihalb und auBerhalb der Kugel verhalten
sich wie die Dielektrizititskonstanten, Also ist nach (827) D (difdx),_,,
= D,{/x),_., Da dic Dielektrizititskonstante eines guten Leiters sehr
hoch ist, erfordert diese Bedingung, dafl (I),.,, = 0, was also mit der
ersten Bedingung identisch ist. Wollte man exakt vorgehen, dann mmifite
auch die Ladungsverteilung innerhalb der Kugel 1n raumlicher Ausdeh-
nung vorgestellt werden, wodurch gewissermallen cine Elektronen-
doppelschicht entstunde. Dabel mufiten dann die Polatisierbarkeit des
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Metallgitters und der endliche Wert der Leitfahigkeit in Rechoung ge-
zogen werden, und dann wirden Bedingung 1und 3 einander nicht mehs
genau decken. Diese Kongruenz besteht nur im Limes unendlich groBer
Leitfahigkeit und Dielektrizitatskonstante.

Es erscheint nicht niitzlich, dieses sehr verwickelte Problem niher
auszuarbeiten, solange nicht mehr experimentelle Hinweise vorhanden
sind, daBl Metallteilchen sich bei der Elektrophorese tatsachlich wie
Leiter verhalten. Vielmehr dirfte es vorlaufig ratsam sein, die E. G.
leitender Teilchen in derselben Weise zu behandeln wie die vog isolieren-
den und auch bei ihnen unsere Formel (50) unverindert anzuwenden,

-

VI. Kapitel.

Die Dielektrizititskonstante., i

Die Dielektrizitatskonstante (Dk.) einer kolloiden Losung ist im
allgemeinen nicht gleich der des reinen Dispersionsmittels. Die Kolloid-
teilchen haben eine andere (meist niedrigere) Dk. und Leitfahigkeit als
das Dispersionsmittel, wodurch die Dk. des Sols herabgesetzt wird. Als
Folgeerscheinung der Deformierung der Doppelschicht bildet sich bei
jedem Teilchen ein Dipol, der dem angelegten Feld entgegengesetzt
gerichtet jst. Hierdurch wird die Dk. just erthoht werden. Uberdies kann
noch emn Eigendipolmoment der Solteilchen (EiweiBe!) und die Hydra-
tisierung EinfluB auf die Dk. ausitben. Bei hydrophoben Solen kdnnen
wir von den beiden letztgenannten Effekten absehen und uns nun die
Frage stellen, wie die Dk. sich unter EinfluB der beiden ersten Effckte
einstellen wird. Wir beschrinken uns dabei auf die bei sehr niedriger
Frequenz gemessene Dk., wobei also die Asymmetrie in der Doppel-
schicht ausicichende Gelegenheit hat sich einzustellen.

In verhaltnismaBig grofiem Abstand von einem Kolloidteilchen
witd das elektrische Feld.zufolge (17), (58) und (71) beschrieben durch

(51) o =—X (r +E;§r—2) cos .

Alle anderen Teime aus I (76) konvergieren namlich mit zunehmendem r
schneller gegen Null als B/t2 Jedes Teilchen verhalt sich also nach aulen
hin wie ein Dipol mit dem Moment

B P
(52) m=—D X,

Wir konnen dann die Dk, des Sols dex Dk. des Dispersionsmittels gleich-
setzen, in welchem N Dipole, deren jeder das Moment m aufweist,
dispergiert sind. Die Dk. des Sols ist dann
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. 4=Nm 4aNa* 3 2B 3.2B
(33) Dsol—D+ “'*" =D 3_2 SaSD D(l 2654_3-3—-3),

wenn § die Volumenkonzentration der dispergierten Phase darstellt,

Mit Hilfe der Formel (89) fiir 2B/2%? kann nun die Dk. eines Sols

unmittelbar als Fonktion von Konzentration, {-Potential und xa be-
. . D_.—D
rechnet werden. In Tabelle 60 sind ctliche Weste des Bruches %4~

fur die Solkonzentration 1 Volumprozent in einem 3-1-wertigen Elek-
trolyt mit den Ionenbeweglichkeiten A, = A_ = 70 zusammengesteilt.

Tabelle 6.
Relative Exhohung der Dielektrizitditskonstante bei der Sol-
konzentration 1 Volumprozent.

*a
¢
01 | 1 | 5 7 20 | 100
25 mv | --0,59 ’ +0,065 | —0,0028 | —0,0087 f ~0,014 | —0,015
S0mV | 232 | 4020 40,031 40,0080 0012 | —0015
100 mV | +8,40 | +0,99 +0128, +0,05¢4 | —0,005 | —0,015

Wiahrend bei grofien xa der EinfluB der niedrigen Dk. (geringe
Leitfahigkeit) alle Doppelschichteinfliisse weitaus iiberwiegt, sind bet
kleinen »a und nicht zu kleinen {-Potentialen betrachtliche ErhShungen
der Dk, auf Grund der Deformierung det Doppelschicht zu erwarten. Bei
sehr kleinen «a jedoch datf Formel (33) nicht mehr angewandt werden,
da dann die verschiedenen Doppelschichten einander zu durchdringen
beginnen, worauf bei der Ableitung von (51), (52) und (53) keine-Riick-
sicht genommen ist. In diesem Falle wird die Dk.-Erhohung kleiner als
nach unserer Rechnung und kann dann besser nach Debye und Falken-
hagent®) berechnet werden,

Avus Formel (53) und Tabelle 7 ergibt sich, daBl die Erhdhung der Dk.
propottional der Solkonzentration ist, mit wachsendem {-Potential stark
zunimmt und bei wachsender Elektrolytkonzentration schnell kleiner
wird und sogar in cine Herabsetzung iibergeht. Aus Formel (89) fiir

2B/x3a3 ergibt sich noch, daff auch mit zunchmender Valenz (2) und ab- -

nehmender Ionenbeweglichkeit (1/p) die Dk.-Erthshung grofer wird.

Wir konnen diese SchluBifolgeiungen an den Messungen von
Kunst39) erproben. Er bestimmte bei verschiedenen Frequenzen die
Dk. ciner Anzahl hydrophober Sole (AgBr, Ag]J, As,S,) und fand dabei,

49} p. Debye u, H. Falkenhagen, Physik. Z. 29, 401 (1928),
30y H. Kunst, Diss. (Utrecht 1940). Vgl. H. R. Kruyt u. H. Kunst, Kolloid-Z.
91, 1 (1940).

R
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daB die DE. nicht unbetrichtlich iiber der des Wassers lag. Aus seinen
Zahlenangaben erbellt, daB auch dic niedrigste angewandte Frequenz
(1,5 - 10° sec™) noch im Dispersionsgebiet lag und daB also die statische
Dk. noch grofier sein muB als der bei der Frequenz 1,5 - 10% gemessene
Wett.

Aus scinen Messungen folgt, dafi die Dk.-Ethohung der Solkonzen~-
tration proportional ist und, auf ein Gehalt von 1 Volumprozent um-
gerechnet, von 0,085—0,230 variiert. Auch die GroBenordnung stimmt
also sehr gut mit dem fir xa ~ 1 von uns vorhergesagten Werte5?),
Der vothetgesagte Einflu der Beweglichkeit der Gegenionen wird
durch die Tatsache bestitigt, daB die Dk.-Erhohung saurer Sole un-
gefihr um 10% kleiner ist als die neutraler Sole,

Dagegen entspricht unseren Erwartungen nicht die Tatsache, da8
alle Blektrolyte die Dk. eththen. Bei mehrwertigen Elektrolyten (Zu-
nahme des z) und potentialbestimmenden Elektrolyten (Zunahme des £)
wire dies noch begreiflich, aber nicht bei einwertigen Elektrolyten
wie KNO,. .

Im grofBen und ganzen diitfen wit jedoch wohl sagen, dal unsere
Rechnungen sich den Messungen geniigend gut anschliefen, so daB
umgekehrt der SchluB erlaubt ist, dall wir diese Dk.-Erhohungen tat-
sachlich dem Relaxationseflekt zuscheeiben miissen. Daf dem auch die
Dispersionsfrequenz entspricht, konnen wir folgendermaBen avfzeigen.
Zum Aufbau der Doppelschicht ist Zeit erforderlich: die Relaxationszeit.

A

Falls die Dauer einer Periode des Wechselfeldes, in welchem die Dk. ge- |

messen witd, kiirzer ist als diese Relaxationszeit, hat die Doppelschicht
nicht geniigend Zeit, sich dem immer wieder wechselnden Zustand an-
zupassen, und wird nicht oder kaum mehr deformiest, so da die Dk.-
Erhdhung unterbleibt.
Nach Debye und Falkenhagen®?) ist die Relaxationszeit det
Doppelschicht .
O =-—-2_.
#2kT
lhrer Ableitung ist zu entnehmen, daB3 diese Zeit nicht von den Aus-
maBen des Teilchens abhdngt, wenn man die Brownsche Bewegung
dieses Teilchens vernachkissigt.
Fiir Tonen nogmaler Beweglichkeit (A = 70) und mit % = 10° bzw.
108, entsptechend einee Elektrolytkonzentration 10-5-bzw. 10-% normal,

51) Den Angaben von Kunst ist zu entnchmen, daB bei ihm a = 3-10-% und
x = 10%% bis 10+ ¢, also za 0,3 bis 3 ist.

52) P. Debye u. H. Falkenhagen, Physik. Z. 28, 123 (1928). ¢ = durchschnitt-
liche Reibungskonstante der Tonen in der Doppelschicht.
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. . . 1 1 .
ist die Relaxationszeit @ =3~ o, se¢ baW. z—x sec, was mit dex Tatsache

gut ubereinstimmt, dafBl die Dispeision dei Dk. sich iiber das ganze von
Kunst gemessene Fiequenzgebiet (1,5« 105—5 + 107) erstreckt.

Zusammenfassung.

In der voiliegenden Arbeit wird cine theoretische Behandlung der
Bezichung zwischen der Elckirophoresegeschwindigkeit (E. G.) und
dem Potential der Doppelschicht von Kolloidteilchen geboten.

Es wurde die Ableitung einer Elektiophoresegleichung angestrebt,
welche die Gesamtsumme der die Elektrophorese begleitenden hydro-
dynamischen und elektrischen Kiafte zum Ausdruck bringt. In dieser
Gleichung sollte dem Relaxationseffekt, welcher der Deformierung der
Doppelschicht zuzuschteiben ist, voll Rechnung getragen werden.

Nach einer Einleitung sind im IL Kapitel die der Ableitung der
E. G. eines kugelformigen Teilchens zugrunde liegenden Prinzipien be-
handelt. Das Problem ist in zwei Teile zetlegt worden: In Kapitel ITa
(elektrischer Abschnitt) sind die Bildung des clektrischen Feldes und die
Veiteilung der Jonen beschrieben, welche die Kugel unter dem Ein-
fiul elektrischer Krafte, der Diffusion und Flissigkeitsstrbmung um-
geben. Besondere Aufmerksamkeit wurde den Bedingungen gewidmet,
denen die Tonenverteilung an der Gienzfliche von Kugel und Flissig-
keit unterworfen ist. In Kapitel IIb (hydrodynamischer Abschnitt) ist
gezeigt, wie dic E. G. durch Anwendung der gebriuchlichen Bewegungs-
gleichungen einer viskosen Fliissigkeit errechnet werden kann, wenn
die Struktur des elektrischen Feldes bekanat ist.

I II1. Kapitel sind die Rechnungen weiterentwickelt, Das hydro-
dynamische Pioblem kann ohne Binfihrung von Naherungen gelost
werden. So kommt man zu Gleichung (48), in welcher, als Zusitze zur
Antriebskraft und dem Viskositatswiderstand, die eclektrophoretische
Bremsung, der Relaxationseffekt und die gegenseitige Wechsclwirkung
dieser beiden Effekte bericksichtigt sind.

Die Integiation der Diffesentialgleichungen fur die Ionenverteilung
in der Doppelschicht kann nicht ohne Einfilhrung von Naherungen
durchgefuhrt werden. Die Losung konnte (im Anhang) durch Reihen-
entwicklung nach steigenden Potenzen von &{/kT gefunden werden
(¢ == dic Ladung des Elektions, { = Potential der Doppelschicht, k =
Boltzmannkonstante, T == absolute Temperatur). Der erste und zwelte
Term dieser Reihe sind berechnet. Mit diesen Angaben beziiglich der
Tonenverteilung kann aus Gleichung (48) die Elektrophoresegleichung (50)
abgeleitet \vgrden, welche die Bezichung zwischen E. G, {-Potential,

i

i

G
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Kugelradius und Ausmafien der Doppelschicht darstellt. Bei dieser Ab-
leitung ist angenommen, daB die Kugel aus cinem isolicrenden Stoff
besteht,

Im IV. Xapitel werden die Folgerungen aus Gleichung (50) disku-
tiert. Fiir kleine Werte des {-Potentials konnen die Ergebnisse als ge-
sichert betrachtet werden. Anwendung von (50) auf hohere Werte des
{-Potentials fiihrt, obwohl sie durch die Hetleitung nicht gerechtfertigt
erscheint, zu anachmbaren Esrgebnissen, Solange die Werte des {-Poten-
tials 25 mV nicht {iberschreiten, exfordert die Elektrophoresegleichung
vout Henry nur kleine Korrekturen (wenige Prozent). Bei gréBéren
{-Werten kann der Relaxationseffekt einen betrichtlichen, gewshnlich
vermindernden Einfluf auf die E. G. ausiiben. Als Folgeerscheinmungen
des Relaxationseffekts konnen angesehen werden:

1. die Tatsache, daB nur in ganz auBergewdhnlichen Fillen Elektro-
photesegeschwindigkeiten gefunden worden sind, d1e 5 ucmf
Vsec tibetschreiten; PR T

2. der Einflu der Valenz der Ionen beider Vorzeichen; N

3. die Anwesenheit von Maxima und Minima in der E.G.-Konzen-
trationskurve bei einem monotonen Verlauf der &-Konzentra-
tionskurve, .

Im V. XKapitel ist die Elektrophorese leitender ‘Teilchen in Kiirze
untersucht worden.

Schlielich wird im VI. Kapitel eine auf den Relaxationseffekt ge-
gtiindete Erklarung des hohen Wertes der Dielektrizitdtskonstante kon-
zentrierter hydrophober Sole gegeben. ’ -

Es ist mir ein Bediitfnis, Prof. Dr. H. R, Kruyt fiir sein fortwihren-
des Intetesse beim Zustandekommen dieser Atbeit herzlich zu danken.

Auch Dr, K. H. Schwarz danke ich fiir die Sorgfalt, mit der er
diese Arbeit aus dem Hollindischen ubersetzt hat. -

Anhang,

A. Berechnung der Ionenverteitung und des elcktrischen Feldes.:
1 Kapitel IIT ist dic L&sung des hydrodynamischen Problems be-
handelt worden, die ohne Vernachlissigungen auf die Formel (48b) fiir
die E. G. gefiihrt hat. Die in dieser Formel auftretende Funktion R, die
das clektrische Feld um die bewegende Kugel beschreibe, muB noch
aus den Differentialgleichungen (10), (13) und (14) bestimmt werden,
Hietbel haben wit nicht eine ebenso weitgehende Giiltigkeit er-
reicht wie beim Aufstellen der Elektrophoseseformel (48). Wir haben

v
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Naherungen anwenden missen, denen zufolge dic erhaltenen Ergebnisse
nur bei niediigen Doppelschichtpotentialen exakt gelten,

Indem wir aus den Formeln (12)und (9) », und v_ eliminicten, finden
wir fur ¥ die Differentialgleichung
z 8 . 7_ell
_ 14 dg iz TTRE I
Bl g% —z dr(r dx) — ]3—(2+sv+oe ).

Wir fihren nun fur r und ¥ neue Veianderliche x und y ein, die auch
in den weiteren Rechnungen verwendet werden sollen.,

- . dze? (2o ? v+0+z_9v._o)
(55) =gt = l/ DT
~ P
(OG) y= kT
Bei 25° C wird
(562) . y=0,0389% = L W,
worin ¥ in Millivolt ausgedriickt ist. -
Erwagen wir noch, daB z_»_ ==z 2., dann geht (54) mit den
neuen Veranderlichen dber in
dy  2dy Vg
st &=

x dx z, 7
Entwickeln der e-Potenzen dei rechten Seite fuhrt zu

= d* 2 d .y 7 3
(67 d;%"i'i— —me + (7 —24) 12 + (z4E— 242+ 2 2)%—?*

x dx

In der Nahetung von Debye und Huckel wird nur mit dem ersten
Gliede der Rethenentw icklung gerechnet, Dabei wetden also Summanden
propottional y? vernachldssigt, wenn man es mit einem unsymmetrischen
Elektrolyt zu tun hat, und solche propottional y* bei symmetrischem
Elektrolyt.

Da sich ergeben wird, dal die Kornekturen fur den Relaxations-
effekt auch von der Ordnung v2 buw. y2 sind, ist es notig, in bestimmten
Tellen der weiteren Rechnung auch die 2. und 3. Naherung der Losung
der Gleichung (57) zu berucksichtigen®3). In erster Naherung lautet die
Losung der Gleichung (57)

A 4 At

X x

(58) Y, =

.

53} Fur die Potentialverteilung rund um Jonen, also fur kleine va, ist dicses Problem
ausfuhrhich bearbeitet von T.H. Gronwall, V.la Mer u. K. Sandved, Physik. Z.
29, 358 (1928), und T. H. Gronwall, V.1a Mer u. L. Greiff, T physic. Chem, 35,
2245 (1931).
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Die Konstante A, hat den Wert Null, da sonst y unendlich wirde, wenn
sich der x-Wert dem Unendlichen naheit. Zur Auflosung in zweiter
Naherung wird nun gesetzt

_ A

Indem wir dies in (57) einsetzen, finden wir eine Gleichung, aus det Y,
bestimmt werden kann:

&Y, | 24Y, _
dx? +;-£: — Y= (-
Dic allgemcine Losung dieser Differentialgleichung hat dieselbe Ge-
stalt wie (58). Das partikulare Integral kann folgendermaBen geschrie-
ben werden?7):

—zy) A2 — + hohere Potenzen von Ae™

-2t exe—t e—xct 2 .
(59) Yzz—f(z [;T—-X—?Jtdt= . .
ot 3 axt
2 ~2x e de  &F [t
=== (a-—z4) Ae {E,]T—Z; *t—}

Hierbei wurde die Eigenschaft in Anwendung gebracht, daff -

. /' ““‘dt “"dt

was duich Differentileren leicht zu beweisen ist.

x
~t
. <]

Der Weit der Funktion | -~ fir verschiedene x kana in Ta-
.
-2
bellen®#) nachgeschlagen werden. Diese Wette konnen auch aus cinet
der beiden folgenden Rejhenentwicklungen5®) berechnet werden, von
welchen die erste fur jedes x konvergiert, aber fur grofie x unpsaktisch

ist, wahrend die zweite sich gerade fir groBe x-Werte eignet.

Fur kleine x: N

cdt
Ny =+0577- - tlax—T+ 5~y t g

Fur groISe X3

"‘dr 1 2, 3
'/,‘ ("""‘ ;{‘é_}':é—l-;"i""..- -

Y E Jahnkc u. F. Emde, Funktioneatafeln (Leipzig 1938), S. 6.

55) G Bruncl, Enzyklopadic der mathematischen Wissenschaften Bd. 2, Teil 1
(Leipzig 1916), 8. 174, Siche auch E. Jahnke u. F. Emde, Funhtionentafeln {Leip-
z1g 1938), 8.1.
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Die Rethe fur grofe x ist etne halbkonvergente Reihe. Falls sie bei dem

Term —-1—- e* abgebiochen wird, witd der Term n! f ¢ d"vc:mach—
X

lassigt Sein absoluter Wert ist sicher kleiner als

|
-
co

so daB der Fehler stets kleiner ist als der letzte mitgerechnete Term.

l(n—l)!e_x'

13

X
. .e"'tdt . N iedethol
Da die Funktion S in der weiteren Rechnung wiedetholt vor-

Lommt, wollen wir hierfur ein besonderes Symbol einfuhren, namlich

(60) j SE_pe

Wenn die Naherungswerte fur E(x) in (59) substituiert werden,
dann nimmt Y, die Gestalt an:

fur kleine x:

Az xIn3

Y2 = (2“ - Z+) N 4 H
fur groBe x:
2e ~2 1 2

Yy =(z-—z4) =5 5 o )

Nazhe beim Teilchen (x == xa) ist é:’;[ ungefahr gleich y__,, und
liegt zwischen O und 4, bei {-Potentialen zwischen 0 und 100 mV, Mt

zunchmendem x nummt A€ schnell ab, so daB Y, in gioBem Ab-

stand vom Teilchen stets viel kleiner ist als Y, ; auch nahe beim Teilchen
ist Y, < Y;, wenn x klein st (also wenn xa <€ 1); aber wenn #a > 1,
dann ist Y, in nachster Nahe des Teilchens gegenuber Y nicht zu ver-
nachlassigen. Es wid sich dann auch ergeben, daf die Rucksichtnahme
auf hohere Naheiungen der Losurgen von (57) gerade bei groBen xa
wichtig ist.

In zweiter Naherung ist also die Losung von (57):

AeT

2x xe* xe%x ‘l
y=— ~—(7 ——?+) {ZE(X)——{ E(Sx)'.

In ganz analoger Weise wird als Losung in dritter Naherung ge-
funden:

Sl
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(61} Y=5,°;—(z —2+)§2—":{’5?5E(x)—’5’§E(3x)}~

X
A% [ pcdx (Stp gy aZel® /'c“‘E(at)
ez —z )2 S A GO P
(z-—zy) = [ SJ T dt 5 —— dt
E--1

x
2%? ‘B 4 2% j SE@Y }
o femo o frnon )

— (2 —n, 2 422 A

—3x zc4x 2e21
2 {LE(4x)—"__E(2x)}.
Der Wert der Konstante A mufl so gewahlt werden, dafl y den Wert C

annimmat, falls auf der rechten Seite von (61) xa statt x eingesetzt w1rd.

Die Reihe fur y, von welcher hier die etsten Terme angeschricben
sind, konvergiert um so schaeller, je kleiner x ist, aber auch fiir grofie x
immer noch besser als die Reihe von Formel (57). Wit sind uns dessen
bewuBt, daB die Rucksichtnahme auf diese einzelnen Extraterme im
aligemeinen keine grofie Verbesserung gegeniiber der 1. Nizherung von
Debye und Hickel bedeutet, aber es ist in unsetem Falle notig, speziell
diese Terme mitzuzahlen, da sic bei groBeren xa von gleicher Ordnung
wie die Relaxationsterme sein konnen. Vgl 8. 361.

Um nun aus den Bezichungen (10) und (13) die Tonenverteilung in
det von der Elektrophorese deformierten Doppelschicht zu bestimmen,
schretben wis (10) m der Form:

0= -"-F > d-:D:F(grad
(10 =

x (grad i

grad 4“) —ar A’Gi + vy diva 4 (u- grad vy).
+

Nach Einfuhrung der neuen Vatablen x [aus (55)] und y [aus (56)] und
Anwendung der Beziehungen (9) fur », und v, (17) fur @, (54) fir AP,
(56) fir 7 und (15b) fiir u gehen (10°) und (13) uber in (62a, b und c).
(622 und b)

/v, 7z, X cos & Fzo vy -1.7 v d R
ey *X cos & = dx
4z eo daz, e 56+dy
R e —rm
DX cosﬂ'(e R R e vyt ok v
m2++z__%«::zi_s il ur @y Frivdy)
zy DeXcosd 2 ¥eos ¥ s dx]
(62c) Ad _ dmazgs 4zt

TuXcosd  DXwcosd Ot DXmeosd O
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Es 1st nun naheliegend, als neue Varable einzufuhren:

Pl LEFES

(63) S =—ixXcosn Tt = Br¥eos 5 0%
x @ . dmzr
I= Re=--yio 2~ = DiXeosd '™

Von S und I wissen wiy aus (22) baw. (17), daB sic Funktionen von x
allein, also auch von x allein sind. Wir nchmen an, daB dies auch bei 2.
und X des Fall ist. Mat Fhlfe des Definitionen (63) leiten wir dann aus
(624, b und €) und (22) das folgende Gleichungssystem ab:

(bda und b)
dx, gdX, 2%, dZ, gy 2 ry -
= Pl e = 2 PR =S Y o E+ Y
dsg x dx a2 2y dn dx:i: z++z_2i(e ¢ ):F
Zy Feyy z,® ¥y dldy ur Zaly  Feavdy

:l:z+—l?z: e - +z++?__e aza;chos~3@+z_)&e dx

(64¢) 3, —5_ =8

d21 241 21
(64d) S:a;i—}-;a_,;z.
Die Funktion ‘;r = die 1 (64a und b) vorkommt, kann nach (492)

SACOS
und (37) 1 R, Pund r, alsoin L y und x ausgedruckt werden,
x x X v
we _ DET 1\ [LafLdy 141 T\dy
(610 oo =" enafd(:s)_f" lxds zxf(;zd—x ) e ds
¥a »a ®

Es st uns leider unmoglich gewesen, die vollstandige Losung des
Gleichungssystems (64) festzustellen. Wir haben uns daher damit be-
gnugen mussen, die Funktionen 2., £_, S, I und schlieBlich U nach
ansteigenden Potenzen von y in Rethen zu entwickela, wobel die Koeffi-
zienten ziemlich homplizierte Funktionen von x sind. Diese Rethen-
entwichlungen sind schon nach eiper kleiaen Termzzhl abgebrochen,
so daB unsere Ergebnisse in crster Instanz nur fur kleine y, das will be-
sagen, fur kleine { gultig sind. Punzipicll ist es jedoch moglich, nach
dem hier angegebenen Verfahren mehr Terme der Rethen zu bestimmen.
Dies exfordest allerdings enoime Rechenatbeit, Wi haben die Reihen
nur so weit fortgesetzt, als es zur Berechoung des eisten Terms eiforder-
lich war, der den Einflufs des Relanationseffektes auf die Elcktrophorese
beschresbt. Der Weg, den wir hierber beschrittea haben, ist in grofien
Zugen der folgende:

Indem wir die Gletrchungen (64a) und (64b) voneinander subtra-
hieren, (61) und (64c) verwenden und eX7:Y entwickeln, finden wir
fur § die Differentialgleichung

b

T

o

Ly -

T

»
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45 248 28
64f) gt —a—SU+GE—z)y.)—
_ 4z, az_ —xf1 1
28 e () ) 4
+ B 2 [y + BT )y
-+ [ (zm—zy)+ (242 —z, 2+ 2. 9y +J 2;1‘ l Ae™" (‘;""’Ji) T
-3

_ _ c"2x /11 1 1 1
2 —2y) A2 ((x + B eE@+{E L) E (3x))} —
W zapelzomt+(to—za%er)y... (4 —xfl | 1)

Xeosd (z++2z) ¢ (Ae x(;—l_;:i)":):,o'
Bedenken wir nun, daB8 die Rethe fur T mit einem Term beginnt, d}er
proportional yO ist, wahrend die Reihen fur 8, X, Z_ und u/X cos &
mit einem yproportionalen Term beginnen, dannkonnen wir das folgende
Schema aufstellen, um zu einer Losung des Gleichungssystems (644 bis £)
zu gelangen. Der Reihe nach werden die Losungen bestimmt von:

A, T avs (64d) i § Naherung, also unter VernachMssigung von y, fubrt zu (667

B.s ,, () ,,L s » . ¥

R A
D. zi P (643, b) I 1 3 » > s n ¥ » ow (71)
Ew , 649 , 1. o s » ¥ s s (79)
F. S " (64f) 2 2. I 33 I sy 23 Y3 LY (75)
G. 1, @®Bid ,, 2 " s e . 5 Y s s (76)
H 2L, B4 ,, 2 ” » » T T o o (1D

I. Danach werden die Losungen fur 5,1 und X' |_1in die Randbedingungen
cingesetzt, um die Integrationskonstanten festzustellen, was zu (87,
(89) und (91) fuhrt.

.SchheBlich witd (in Anhang B) U in dritter Naherung aus (64e)
bestimmt, oder etwas cinfacher aus (48b), wenn fur x der Wert oo ein-
gesetzt wird,

Bevor wir hieizu wbeigehen, schreiben wir (64f) noch einmal an,
und. zwar mit Inbegriff aller Terme der Ordnung y? und unter Vernach-
lassigung hoheter Potenven von y. Wir finden dann:

4% 2ds 25 | Ac
(65) T ;&—;2w811+(z__z+)__i_}_

dx. dx. —x 1 1 —%
_(z+-—d?—+z_.-dx)Ac (;+x7)+(z+2++2—2—)Ai +
ezt e 2 A (L ) -

.t W | 1 1 1
— _ g 47 = x dl
e (L Yt (- 2R

u 2z -+ 2epe —
.o +0+ 9AC‘(%+1)=0.

T Xcos ¥ (z++ 2__5—5 X2
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A.Tin 0. Naherung,
Die Losung von I aus (64d) hat die Gestalt®?)

X x
66 B dx
(66) I_——-.le-l-;z-}-x‘f;tfx"de.

Da S von der Ordnung y (und hoher) ist, enthalt das Integral in (66) nur
Glieder von der Ordnung y oder einer hoheren, so dafl als 0. Niherung

fir I (66") gefunden wird:

(66") I=x+3.

Die XKonstante B, = 1 geset;t, da Isich dem Werte x nthern muf}, wenn x
sich dem Unendlichen ndhert [vgl. (63), (56) und (17')].

B. Sin 1. Ndherung.
Um S in erster Naherung 16sen zu kénnen, schreiben wir (64f) unter

Vernachlissigung 2ller Terme der Ordnung y2 oder ciner héheten an.
Die Terme mit u, und £, kommen dabei ginslich in Wegfall, so daB

(64f) tbergeht in
d*$  2dS 2§ 2B\ , wxfl 1
) FHig—o—Ste—z)(1—F) AT (1 +5) =0

xdx x
Die Losung??) ist
X
1 i\ 1 1 x 1 2B -2
SIP(;—]——;&)C- +Q(;°—;c2)€ —E[(z_—z+) (1—'§)Ae X

X
1,1 1 Iy x(1, 1\ ¢ 1 1\ 1 1y &}
S R e R e (e L L
worin P und Q Integrationskonstanten sind.
Nach Durchfihrung der Integration ergibt dies

1 1 - 1 1 x
69 S=P(t+g)e+Qf—g)e+
A 1 4 3 3 BAe™® 1
+ (Z_'—Z+) € G E‘E‘Z‘};‘z)']' (Z_.—Z+) Oy3° «
Q muf gleich Null sein, da sonst 8 unendlich groB wiirde, wenn x —> oo,

C.Iin 1. Ndherung,
Indem wir diese Funktion S in (64d) einsetzen, finden wir die Diffe-
rentialgleichung
d2 241 21 T, 1y -« —xf1 8 3
(69 gt izm—==PF (~ + -—)e + (z.—z,) Ae (§'+E+a§)+
—x 1
+ (2.—2z,) BAe™™ 0

woraus I isoliert werden kann.

Wil
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- B 1 1
(70) T=1x 4 Pi{= ) oY ~x (1 7
2t (x F ) ) A "(—2~+;,; +4~Z-,) +

. ~xf 1 _ 1 xe™
) BAT (e L T E )
D .2 vnd > jn1. Niherung,

Mit S nach (68)", I nach (70) und y nach (58) kénnen nun aus (64a
unc'l b) Losungen fiir 2y und X gefunden werden. Die Differential-
gleichungen fir X und 3_ werden:

25 /
d&;f+§%“§§zi;;;—zi5_{P(ﬁﬂ‘-;lz)e""wL }
te—ma Gl 1 o yBac ) —
_;:%::(1_}2?? Ae (1 «J-x—lz) =0
Thre Losung ist: T -
M) Ze=CatGu e p(lil)ery o
f-if;}_fﬁm-‘ e ti) ‘
R (G bR )
.
Fel o bk b )

C mu1-3 gIei.ch Null sein, da X, und 3__ sich fiir x—> oo Null nihern,
C ?at fir beide Gleichungen denselben Wert,da X, — % —Sundda §
keinen Term enthalt, der 1/x2 proportional wire.

E. v /X cos# in 1. Niherung,

Die hier gefundenen ersten Naherungslésungen fur S, %, Zund 1
\Vfirden nvnin (65) eingesetzt, um so die 2. Niherung fiir § zu bc:stimmen
Hierbei muf iberdies noch eine erste Naherungslosung fisr u /X cosé;
gegeben sein. Diese wird aus (64¢) gefunden unter Benutzuzig von

und *
(58) Y = A::-'x_

l?as -Duchfﬁhrcn der Integrationen verursacht keine besonderen Schwie-
vigkeiten und liefert als Ergebnis ‘

I

2%
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u, DET[{ Ac”® BAC™? ( x%a? )
(72) xeéwp = a;;;[{* - st E )t

(=g ("a)} +

Ae”7 (8 4+ 3na | x%a®) 4

1
'f';a

—raf 1 x4 w22 y3a? xiad wIade™
+BAe (3“20“*?3’6‘1‘20‘*’120* 155 E("a))}
[ ~(1, 1 (1 1 x\_
R (f“ - xﬂ)“BAe 53:3"30—:;2“}' «i(fﬁ”s“d""so)

sl

Fur x —» o0 wird u /X cos # = —~U. Nennen wir noch den Koeffi-
zienten von 1/2% in (72) F, dann kann (72) in der Form
o u, F  3DAT Ac™ {(1 T
) —xhr= Ut e e TR
1 07,8, = 1 ( Ay }
—— e - RS Al £’ S E
B (15\2 joox g0 T om0 T2 T BT 20)e (x))

geschrieben werden.

F. § in 2. Naherung.

Tndem man die Werte von § aus (68), £, aus (71), I aus (70) und
u /X cosd aus (72') in (65) einsetzt, wird die definitive Differential-
gleichung fur S gefunden.

d28 . 248 28
() et =

2 —ex [ 3 3 1 . —2x 1

—- (Z._ “*£+)‘A2C (Z;LE -+ a;(z + -2;) -— (Z,..-—-l..;.)z BA2€ a5 -[—
+(2+—|—Z")CA€“\(§5+ )—-(7 ‘”"7.{_)PA€ 2x( 4+k8+ )
“+ (Z+2 EEEEEA + ‘5-2) A2C_2\ (;-., -+ o + 3 '{“ ;2) -

-2 3 5 7 1 1 1
- (Z+2 RS + 2—2) BAZe { 236 + S + 1954 Bx® -+ BE 19 +

1 1 x
+ (ﬁxz T 14) ek (X)l -

e e )

—§ - (2. — 2y ) PAe™ (;{-15 + }%2) —

(p— 2y PBAR e { 9xs + 12&4 + 6\3 o §x2 + 2=~

~ (gt 13 10) @ B+l —np) A (G+3)—

22

Ry

L
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/2 2 22 4.8 1
_(z_—mz+)BAe (;5+;)_(Z——Z+)PAC 2x(§5+x_4+;3+;2)“
—ox s 7 7.2 9 1
_(z_—z+)2A26 & (2—:;5+§+E+Ez+§;)_
—ox 1 x
—(z_—z,)? BA%e™® {3x5+12x4 -'—‘m_‘_(xa'l' )“E(X)}
I

X

h ) (242 —2z,2_+2 %)BA%e -2x( R )~-- -

—e—zpare (1~ %) {1 (xlz +3)eE®+ 1(5?4-;) B39 +
+Ee_ ., + 7
s TR G A
S .
+B g5+ e+ g 30

tileti—m ) CBW) =0
Aus Formel (68} erhellt, daB in einer Losung eines unsymmetrischen
Elektrolyts (z_=}=z4) schon in 1. Naherung Relaxationseffekte gefunden
werden, wahrend diese Effekte bei einem symmetrischen Elektrolyt erst
in 2. Naherung zutage treten%). -

Wir werden daher von dieser Stelle an die Berechnung in 2, Niherung
aur fir symmetrische Blektrolyte durchfuhren, also die (z_—z,)2A%e ™%
proportionalen Terme weglassen. Die (z_ — z,)PAe~* proportionalen
Terme weiden vorldufig mitgerechnet, da wir beziiglich der GréBen-
ordoung von P nicht unterrichtet sind (siche jedoch 5.355 und 356).
Indem man weiter alle Terme, die (2. — z.) P Ae™ proportional sind,
in einem Term vereinigt, kann (73) noch in etwas mebr gedrungener

Form geschrieben werden, .
@) B+28 2 5 v —— oz AL+ L)
T (- z) BASTH(S o+ E)Jr(z_—zqu) PACT(G+ 5+ S+ 5] -
— (24 +z_)CAc"“( + 4 + )
— (2 zpn - 2.2 Al '°"( i )+
S A S
—g o imt (e T me @) CE® | -

56) 8 ist j2 propottional der Entraladungsdichte 1n der Doppelschicht und daher
als dirckte Usrsache der Relaxation anzuschen.
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._Ge—*(%-{—-i)—i—He”(fs_;_ ‘%)_]_

—ay [ 4 8_!_4 \ 19 1
T Je =C5+x4 FCHN (15\5+3O\‘+10}.“—}_65;2“.—6_04_
1 1 1
+ilEt i) SE®)}

worin

i) G HeTEEUA L metre FA

(‘4) G = W(z Lz )e i H=- {7+ 7_ ve 4 und

J“—-—— +0+ T Z_0_ 3])1&":[".&2

(e, ~2)e Fmﬁ 4
Die Losung fur S st dann gegeben durch®’}
1, 1\ -x 11y,
S=P (;3+ ;)C -—»-Q(———-—_)e +

a2 0x

F1fro e (-l Y- hl- e

was nach Duschfiihrung der Integration und Berucksichtigung der Tat-

sache, daB Q == 0 [vgl. die Anmerkung bel Gleichung (68)], ergibt:

1) S=P(3+3)e @At (L + L+ )+

+ e —2)BACT Lt ez ) PACT S 4 S
33+ Derm+ f(i-He B 60| -
— (24 +2.) CAe " (—2?—%- ﬁ)_

cenf 1 1
= —zen 2 AT [y

R (R

X
—2xf 7 2 41
Al 2 2 g3 _fL & 2
- (z zs2z. -2z %) BA%e {201\4 153 120x2
1 3, 8 1___x_) x —
16x+4‘s_(§£’= Pt a /o E®

;(11 2+ )"“E“Tmo(l %)ehE(SX)}ﬂL'

+Ge 4 i S+ I L4 L+ () B~

__g(_l __.1,) ca‘E(3x)I+

i Overbeek, Theonie der Elektrophotese

343

~oxf 1 143 121 x
+BJe [st—a—fs‘&z*v‘foz"fziﬁ?,—er

(96::2 *55x + i 360) B (x) —

G.Iin 2.Naherung,

funden wird.

x 1 1 | =
+(Z -—z+)BAe 6::3 1zx+ﬁ+T§E(X))“

1

; 152(;2'3’ ) "R )""32(“%)‘3&13(33)]'

(%6) I=x-42 +P(lz+§)e*"+<z__z+)Ae" (et =+a)+

—(z—z) PAe —2"{ (2+ ) E(x)—3 2—-3e “"E(sx)}

1 —x 1
g; W(Z++Z_)CAC (3—ﬁ+m—ﬁ—-%E(}{))
—2x 23 1 a7
—(zp?—zp 2 4z ) BA% 2 {+7§§E+Tﬁﬁ§—7—%+
1,1 1 .
+(9W+96x—ﬂ——) "B (x) — 5 %™ B (2x) +
11 8x
+ gt ) B () — g5 (5—3) ¢ E(3x)}+
g —zpn 42 A% L4+ ) FE@—
371 1) sx
'*ﬁ(;rz)e E(3X)}+
+ G (G454 1)+ .
+H""(3i2 +§+’i§~E(x))+
—2x 371 v x 371 1

+Je {x—z+;4—(x—2+§)e E(x)——z(ia-——;)es"E(Sx)}--
h —2x | 83 137 143 X
: —BJe™* | s 70— 790 — 55 T (opw Foms

1 17« <2y x 16»:
+ 5 maw) ¢ B~ B0+

E 5 1 1 < 27 i <
“ +glati)e E(x)_gfj(;z'—;)es E(3X)}-

Dieser Wert von S§ wird nun in (64d) eingesetzt und liefert eine
Differentialgleichung fiir ¥, deren Losung wieder nach Formel 66 ge-

7
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H. X, uwnd £_in 2, Niherung.

Die nun eihaltenen Bezichungen fur T, (71), $ (73), 1 (76) und
u,/X cos & (72) werden in (642 und b) eingesetzt, was fur 2, und XZ_
die folgenden Differentialgleichungen ergibt. (Terme, die proportional
(. — z,) A%e~®" sind, werden vernachlassigt.)

s
= z;i:z.'_'A ( + + i )jf:
+ zji;zm BAOC—-K(:@ Fage 191:* 6\3 t 5 1;;; +
+ i+l 1)eBE)T
’zf"z.: 2 (xl +3)F .
2 (z T e (4:.2 +t& 4x + ) Ziz(i_;i{) BAe™ %3 +
’z%gﬂamﬁﬁﬁg—;@+aaﬁ@+

1rl 1 X ; —~ 1 1 -
+ 4("7"— c’} E(gx)}:zz;_ CAe (—2—\‘-:;-*—52-;2 i

z__i:(z,*_?—nz_,_z Loz 1 1 171 i
(ﬁ%_z:+z__ — A% {9x3+ 2—@_”8_(;2 + E)CXE (x) 4
1/1 14 3x”
+ g(,;z'" ;) e 5(3")} T
2, {2t~z 2 427 7 2 41
T T —2x) ' T _. e,
+ PR BA%e {oexa i T B

3 3 1 x x
(32::2 e 48)c E (x)
x) ca‘E(Bx)l ¥

~nlEts )e E () + 1 (5~ |
: e —X1:Fz +z j- lx"_!_ +

z, +z' —z 28

( DB — eSS )e’“"E(sx)}:;:

]
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T z++z B {Tgﬁ“%—?lzzola +it
" (9?6352 + g6+ 5 — 14 360)': E()—
—gt DB+ E(G—5)E (3")} +
+ z++z_,PAe-2x (%‘"i_%z)_" .
e R R S S
7, 1

*; +z_PA E 4 stata)t -

—ox (1 1 z,® —ox 2 2
:I:'z +z APe (x3+:§)q:z++z_BAae (§+:§)ﬂ:
Z2.04 & Z4.04 —x 1 1
:I:(z +2_)£UA ( + ):{:(z++z__)sFAc (§+;‘)i
zy 04 3DLT

.-2x -
(z++z_)er:n:: {x5+ + + >

i
+ B(ﬁ;5+I§0—x‘+ 50 T 2ag a0 T
1 1 1 x x
+19(x=+"“§()“‘§ﬁ)e E(X))}=0° -

Um bei diesen langen und unubeisichtlichen Formeln den Zu-
sammenhang mit der Wirklichkeit nicht ganz zu verlieren, ist am Rande
jeweils angegeben, welchen Termen aus Gleichung (10°) auf 3. 335 be-
stimmte ‘Terme in (77) und einzelnen der folgenden Formeln entsprechen.

Die Losungen der Gleichungen 77 lauten [wobei die Bemerkung
hinter (71} bereits berucksichtigt ist, daB C, = 0] .

(18) B~ SF

:FZJ—'CAC_Y(%;S'{' 612 12x + 13 12 +% i E( ))_'

et —ex 1
- e PAC (gt )
-2x(1 1 —2x) 3
= AZ i — = 2 e —
:Fm,;_-i—z Ale (2x3+2aﬁ)iz +z BAZe {DOXi
1 1 8 lﬁxe 1 1 -~
_30>.3_.45x2+180x—58— -E(2x)— (,Tz“l“;"i* 1)'3 E(X)}:!:

v 20
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zy ~xf1 1
iz++Z—Pc (x2+-§):t
+ —"—Z,_Tz: Ae” (45- + 4x + 2) =
zpz.— —-x/1 1 1 | a"
+ gy Be (s T o T o BT

;-ﬂz——}_“_-;z—_-* PAe —°*c{4(:2+ ) XE(k)_H(EZH_) 3"E(3X)}¥

P (Z+“z+ ?:: T2 pe e""""‘{ 4—1}25
+iG+)erm-3 (—1—~)e3"E(3x)}
% (zi—f :—+z_2) BAsE™ (72):2 + T
o0+ dumi-)en
+ 3T 2B W — g (r—3) (3")} =

Zy 1

i'z:t‘;: G (G + 5+ 1) i;ﬂ:z‘ﬂ (g

—G iR E@) A T 4
P Dom o3l enon)
:F“z_z-f—z__ B}engx{90;z+712%1”%§_’§:siﬁ+ )
(ot ot i — e E () — 2R (o)
T
_'EE-;-_Z:_PA{“ZI"?
= L

A1 g wexf 1 1
+ i1 12]:(3;))—2:—% PAe x§_3+1"£2)$
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zis —2x —zx{ 1
F o A z“T;;“ BA (S~ +
1 4xe?*
+ 5 15:\:2 15:{_'_ 15 T 1% E (2x ))
Ly @y & 1 uy
L O ER S ES !

LI 11 e
t oy P (e T o s B ) F

Zy 04 ngT g —2xj 1 z
G, +z0e 6mms - © {4x3+ (60x3+ 5o T 160%

74 .
i ’Z?, E (2x )+(24x2+§4?£—"28““240)c E(x))}

Hiermit ist dann die Tonenverteilung (X und Z.), die Ladungs-
dichte (8) und der Feldverlauf (I} rund um das Teilchen in Bewegung
bekannt bis auf die noch genauver zu bestimmenden Weste der Integra-
tionskonstante P aus (75) bzw. (68), B aus (76) bzw. (66”) uad C aus (78)
bzw. (71). Diese miissen aus den Randbedingungen an der Grenze
Kugel/Flussigkeit bestimmt werden. [Die Randbedingungen im Unend-
hchen sind bereits verwendet zur Feststellung der Werte der Kon-
stanten Q aus (68), B, aus (66) und C, aus (71).]

1. Die mathematische Berticksichtigung
der Randbedingungen.

Aus den Randbedingungen 4, 5 und 6 von S. 299 kann das Feld
innerhalb der Kugel und ecine Bezichung zwischen den Konstanten
P, B und € bestimmt werden.

Wenn das Potential innerhalb der Kugel (@, + V) und die Ladungs-
dichte auf der Kugeloberflache & = nej4na® genannt wird, kbnnen diese

Randbedingungen bequem in Formeln gefaBt werden.
Bedingung 4: (@+ W), _,=(D+ ).,

Bedingung 5: D2 (@ + )= Di5 (D + B)), _, + e

/T2 3r

[vgl. auch (47)], konnen Bedingung 4 und 5 reduziert werden zu

(79) @ __=(d),_, und D(a:)m D(a;:‘)r_a.

Daim Ruhezustand D (B_aw‘_) =D, (@}5 )r=a+ dzgund P =¥, = |
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Innethalb der Kugel ist die Ladungsdichte ubeiall gletch Null, also
AD, = Q.

Das Potential innerhalb der Kugel st also gegeben durch
(80) @,=—X (Lt + %) cos 9.

Der Koeffizient M muBl Null sein, da sonst das Potential im Kugel-
mittelpunkt unendlich groB wirde (Randbedingung 6, S.299), daher

(81) @D, = — XLr cos &
Aus (81), (79) und (17) folgt dann sofort

Ta=X, und D(dr) —D,L oder

I=a

(82) D (%}—:)rma =D, I'{:%'

Nach Einfuhrung der neven Variablen x = #r und I = »R e1gibt sich
aus (82)

(82') D (d}-)tn}’a D, {é)x=xa'

Indem wir in (82') den Wert von I aus (76) einsetzen, finden wir eine
Bezichung, welche die diei Konstanten P, B und C erfullen miissen,

Die beiden anderen Grenzbedingungen (7 und 8 auf S, 299) sagen
ctwas uber den Transport von Ladungstrdgern (Tonen) zus Grenzfliche
aus, Wir wollen uns hierbei vorlanfig auf eine isoliciende Kugel be-
schranken, wahrend mm V. Kapitel auf die Berechnung der B. G. einer
lertenden Kugel eingegangen ist. Bei einer isolierenden Kugel muB im
stationaren Zustand der Transpoit von Anionmen und Kationen iber
die Gienze Kugel/Flusstgheit Null sein. Nach Formel (5) wiid der Ionen-
transport von den Vehtorem t; und t. bestimmt. An det Grenze von
Kugel und Flussigheit miissen daher die r-Komponenten dieser Vek-
toren verschwinden.

n+z.,_£ LT
r-Komp. von (—- - grad (@ 4 W) — - grad oy + n_,_u) =0 wund
Q.. LE
n_Zz & LT
r-Komp. von ( -+ . grad (@} 9)— . gradn_--n_u ) = (),

Indem man die Bezichungen anwendet
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(N - ny=v4+ 64
FrE -,
(9) Yy =¥40€ kT ’

und die Tatsache bericksichtigt, daB v am Kugelrande Null wird und
daB Terme, die o grad® proportional sind, vernachlassigt werden diirfen,
konnen die Randbedingungen folgendermafBen angeschrieben werden:

ﬂizisadi 6, 2, 8d¥ It:'.[‘Btri .
(83) {:F @4 E?ZF L v&?_-é-i-_a:_ rwa—‘o'

Durch Einfuhrung det neuen Variablen x (55), y (86), I (63) und 2 (63)
konnen diese Bezichungen umgeformt werden in

T st 2 Z T ++z di*} =0,

-

+Z +YdI

(84) {e

was nach Entwickeln der e-Potenzen liefert: .

-

=1 .

dax
oty Zoact (4w el L

AT | gl arety Al
(84" {(1:in i +'2" = )

X ra

In diese Bezichungen werden nun die Werte von I aus (76) und X3
und Z_ aus (78) cingesetzt, wobei alle Terme, die den dritten oder

x . . o

hoheren Potenzen von AS . proportional sind, wieder vernachldssigt
X

werden®7). .

. . . dI
Beim Ausarbeiten fallen viele aus dem Term - heivorgegangene

. z, 4z dZ,
Terme gegenuber denen weg, die aus dem Term — ~ K—"’s) ent-
stehen, was die Foimulierung der Grenzbedingungen merklich verkiirat,
Entsprechend der auf §. 341 emngefuhrten Naherung sind wieder die zu
(z-— z:)A%e=2* proportionalen Teime weggelassen Aus (84') sind so
die folgenden Beziehungen abgeleitet, worin fur x der Wert xa eingesetat

werden mub.

57y Hierbei 1st berucksichtigt, daB dic Konstanten C, U, G, F und H selbst anch
von deg Ordnung A‘i:f sind.
58) Es crhellt ja aus (64), daB I cinen Term xfdx/<*[>?5 dx und X4 cinen Term
+ t_ xfdx/x'(x?S dx enthalt, welche beiden Terme einander in (84") gerade
zy -+ Z_
aufheben. P
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(83) 0=1—2Fz, a7 (;~5) + Zg-z A (52 x
424 PA —2x(4+ 1)
ey b 2 CAT (S o+ 1)z PACTT (G S+ )+

+z.? Aﬂc'g"(;; +;2_3_|_;2.)_.

x| 1 1 1
2y BART o 5 e

i et
1

=/ 3
— (2 + z) CA (5 + ot fz;a—'ﬁ;—ﬁﬁ("))

:inPAc_gx(zx‘-l- 4+ )

—4ﬁyfﬂ§+a+a+

~ 29 16
] a 2 2x e e —_
+ z.2 BA%e 5,;5 + 5;4 st 45x2 + 180x + 5 E@)

1
"“(s“x%~»+é;é+1—2;+1'2' JeE@|F

¥z PASH (»2%3 + 2:‘:_5) ;L._zi ( + 3 LIS ) ¥ .
T2y BAcT (’% + B“i-? 1232 +1 12x + 13 5E (X))

e (b Bt £) 4

T+ ratBae ™ (o e+ e o 15 BY) —
w%UA“@+§+5+ '

e {3 , i
+ FTFA (Z{* T 18w 24x2 + 24>. + 94E(x))
2.4 8DLT x| 8 1
T & Gane te 14_" + 2x3 +B (203‘ st + 36:;2 +

+790x 240“}” = 5 B2 H‘(19;8‘*'1232'5‘24::“‘66””22—0)3%("))}'

Es eigibt sich, daB auch alle zu PAe—** proportionalen Terme cinander
aufheben, so daB die beiden Konstanten B und C aus den beiden Be-
zichungen (85) bestimmt werden konnen. Mit Hilfe der dritten Rand-
bedingung (82) kann dann auch P crrechnet werden.

b e an i 2y
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Zwecks Erlangung ciner bersichtlicheren Formulierung fiir B
und C subtrahieren wir die beiden Gleichungen (83) voneinander und
finden so

(86) 0=—1(z,.+ z_) -— -[— (zy +2) BAe=2 at-
Ae-x (

(Z+ + z—) 2c

xa

+ +) T
— (2 +2) BAe™ (§>?4 + B_x-"' 12x= T 1= 12x +3E@)+

4 (Terme der Ordnung e—>%/x2), b

+ (2 +2) 28

Es ist nicht notig, die Terme der Ordaung e~?*/x? weiter auszu-
arbeiten, da C in der endgiiltigen Elektrophoteseformel nur in 1. Nahe-
rung bekannt zu sein braucht. Aus (86) folgt nach Substitution von
% == xa

s

(87) C=——Z?_I_——z:——;;——lza—|—x2a2+ . .
B
'2B («%a® u"a“ x%a  xfaf u"'a"e’&
+ias (T W= HE @ T ("“))]

Obwohl diese Form fir jeden Wert von xa giiltig ist, ist sie zur Aus-
rechoung nicht geeignet, wenn xa viel grofler als b ist. Um auch fiir
groBe Werte von xa die Form

%328 xfat | 526 4828 4 TaTeva

sTu TR T T s b0
mit ausreichender Genauigkeit berechnen zu kdnnen, wird die auf S. 333
genannte Reihenentwicklung fur B(x) zur Anwendung gebiacht. Mit
Hilfe dieser Reihenentwicklung wird dann filr C die Formel (87) ge-
funden, die fiir grofie Weite von xa gultig ist.

(87) C=— 222 A0 {4-9.2—1— xa + ooy ("2232 16 —j+)}

Da hingegen wohl von B die Beitrage der Ordnung e~2%/x2 bekanat

Z
sein miissen, weirden die Gleichungen (85) mit ﬁ-? (Kationen) bzw.

Z_
5 S (Anionen) muliipliziert und addiert, wodurch der '-I'erm
z, £z 2C

s o » der ecinc Unsicherheit der Ordnung e~2*/x? enthilt,
*

wegfallt. So entsteht die Bezichung
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12\: 12‘{

g

- i’z’i‘z ‘_ 12x E( ))
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Lo e o 3‘ ‘ ‘1‘-' 99

+ 7(z£—z+2- + z}} BA2° {5_55 + 5%3. 180w sz +
+ 180x a5 E(2 x)— (6\3 T 632 + 12x + 12) € E (X) } .

F@%ﬂ'(+ i

ox g 1
‘ "‘(Z+ _'Z Z—Tz—z)Az = (933‘1’232 '{—
I g 1

bt A (g

. 1 2 .4'432::" \
+"3—""“'1—5;—‘“———M .A‘X

1522
Ef:r ::_)i_ ( T2 + )+
+ ?zo"f zjs_ Fae (4>.4+ B 94k2+24<+24E(‘)) .
' z(z?_:j _)0 3621:: e { +,,,xa - (20x4+i~g;§+iﬁ‘-:

1 AV"
+36xz+720x 540 4"5(2)%

1 ( 1 12).3 E(\) 1——(z+—|—z_)CAc“‘(2 ,+Gx3 _{-‘

+—_2"5“°x E(2ua)+(x alzwLﬁﬂrﬁ“” o

T

+ (ma-i-mmtzih & m)e E(x))}

= Indem wir nun fir = a, fux C den Wcrt ang (8'? ) und fut U and R d1e::'-' : 3
T Werte aus (72") einsetzen und die glmchmugcn Terme zusamt‘nenfassgn,:,:.‘_::.7

‘Auch htcr ist es \V1cdcr wunschcnswert dJe Re:henentwmk]ung fur E (x)
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konnen wir - dle folgende Bezwhung anschrclben aus dcr B 20 crrech- :

nen ISt‘

(89) 59) [1 + (z —z +) Ve ( _.xa +2 ﬁi’ R watem (,,a)) _}. - ’ 'A.'f.f. v

i3 T T T

. 13::23’ B N A
2_.. - 2 i d :
_+ (z+ z+z-+z‘)ya ( +60+ ® T 5 96 _45. T

-__2u5a5e .E (2xa) + ( + )exaE (xa))
P 1 g :cae"a RS .'f:
—22s (2,@,,@ ~ + T 13— i B ) ).

g w28 wial | a5 a8l wratemd Lol
s mTw s

2304+ 20— DET yo )
o + (z++z_,) 2 Gmga (x2a2 + + (

_oxtab | oafal ju“'a‘ CwSat\

% ’9?"("8—_ 96) E("a)
_z404+2-e-DKT_,( AT

(z++z._) & 6::1]8Y (4 5 + 12x2a’ 24xa + ﬂ

© o xach® wbat 525 | x848 ‘x"a" usa : ugaerr
+ 4 E(x ))( ?ﬁ’+120 ”2‘“4?“*‘240"‘ 240,

+9++z i DkT}2(3ua+xzaz Eaia 93x"a‘ x5a5
@Fm Baned \i0 B TR TR0 T Am),

8 16 __40

R R '1""' ,' '1 " xae®
+ z+z—'ya ( x’as 612a5+12uabf§——

z o)+ % 0. DKT '\
- (z +z_):.~ G:rme (x2a2+ + )+

+0++z o_ DET- 3 1' RS G
(g, +z)e Vﬁvzney (4x3a3 + 12:&2:;.2 24xa + 24 +
ST '+.°‘“ E (/oc)) (3xa + T +xsaé)'

Zroptrod DET 0 9 0 3400
o (z.;_-l-zp.)s Bmgey (4u2a-.+ 2xa)

.,s) = "’_“"_f. Dic; hijhcrct{ ‘;I'cr‘me zlms -(-61) dﬁ'dbn 'hicr' \'cih:léhlﬁssigt \x'cra'cri.
y LR T e s
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anzuwenden, um B bei groBen xa ausrechnen zu Lonnen. Hierfor er-
gibt sich dann:

agn 2B , 1 5 30 210
(89) w1+ (——2z)7a TR T an T
rva *®a x-a ®

1 57 93

5
dxa T TR T gsas T Byt

+ (2t e+ 29y
2 10 60 420 ) «

a2
— Z4Z-¥a (_x-‘ PRIy e Rl g At > 0

%222 Dxa

- 105
x(p —% F =T )+

Z¢ g4 + 2 ¢ DKT 2( 2 i)
TG v e 6wne ¥ LT T Ea) X
1 9 75 830
x (3~ guat e — ")
Zy 04 +2—o— DEFT _,/ 1 1 _@___3_0_”.
- Ezq,-i-z_ﬁ (STTRA (F?“Z«?'i'xw x84 )X g

X (1?2&3—3329.2 - 21xa — 168 ) 4~

L er+ze-DET o3 9 . 765 2091 )] _
T e +25¢ Brge? (4xa %222 | Bx%a3  2xial i

=1_—

L

2 2 1.

—(z—~=2.)¥a (;; + ;2?2) — (22 —zpz_+ 2.9 Ya?'_(2 =+ 5;232) +
2 10 60 420 222 1 s om

T2 2o ¥ (;;4-—;5—35 +t o ) (x2a? + za)

z-0+ £ 20— DRT _, 2
T T tzls 'B:;r;z-ya (1+za+

2)+

xiak

Boptze- DET 1 1 L 5 30
(24 +“z‘_) Py (e )az (;3 a8 xiat + x52%  x8af ) R
X {328 4 3x%2% - 3xa) —

Zogp+zo- DXT .73 , 9\

T s vz Ganel® (Zxa + 4/.232)
Aus (89) und (89') erhellt, daB fiir sehr kleine y, (also fiir schr kleine £)
2B/=%% ungefahr 1 ist (entsprechend dem Wert bei Henry®) und daB
bei grofleren v, Korrekturterme proportional y, und y,? hinzutreten.

Es lohnt ferner die Miihe und kann zur Verdeutlichung beitragen,
aus der Formel fur B, die, wie wir geschen haben (S. 327), vamittelbar
mit dem Moment in der Doppelschicht und der dielektrischen Kon-
stante des Sols zusammenhangt, die Terme herauszuheben, die fur
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#a —> 0 und xz2 — 0 den bedeutendsten Beitrag liefern. Wir finden
(902) fiir xa — 0:

2B 2 1
==Y — P a2y (n o )

1 1\ z0:+zo-DET ., 2
e R e B :

9

(90Db) fiir 2a —» co;

2B 3 .
A e R R PE
8 _Zre+tz o DET , 9
x?a? Ertz)e 6xns ¥a dxa’

St

+zzoya?

Zio+ + z—g— DT : s j

Der Faktor T e B hat ungefihr einen Wert zwischen 0.1
und 0,5. Es ergibt sich also, daB alle Terme zur Korrektur von B in ya

von derselben Ordnung sind und daB es daher tatsichlich nétig gewesen
ist, all diese Terme zu berticksichtigen.

Nachdem jetzt die Werte der Konstanten B und C bekannt sind,
kann mit Hilfe von (82) auch der Wert von P errechnet werden, Der
Vollstindigkeit halber wollen wir diese Rechnung durchfithren, obwohl

die Kenntnis von P zur Ausrechnung der E. G. nicht etforderlich ist,
Vgl. 8. 356.

Zu diesem Zwecke wird ¥ aus (76) in (82) eingesetzt, Dabei genugt es, nut die
Terme) 0. und 1. Naherung zu berucksichtigen, also alle Beitrige proportional v,2 zu
vernachldssigen. So wird gefunden:

D {128 pe= (B a+E)-e—macr=(Lr Ly 2y -
(2 —24) BA™* (3-:~,+1§3_.i.;_x__gﬁcx))}x=m=

=i {14 2 4 pe (j—,+;‘,)+(z_-z+)Ae~x(i+r;+§f_()+

ix*

x
+ =) BAH (g~ Ly L2 (x))}

x=ra'
Fur 2Bfx%3* wird nach (89) in L. Niherung eingesetzts T

2B _ 2 2 1 ra  rla?  pqd yigera

o= 1= o mn (G + G p - ey ()
Dann finden wir fur P:

— 3 8 3, 3xa

o1 PeR_ Da_—z,)y, (m+ﬁ+§ + T)

xa 2 ‘2 1 1 - -

P(ap+t1)+n, (a+3)

p, |3 . 3 3 3, xa afat P3P A
. (e ‘"‘+)ya(m"‘ﬂ?"?"‘?;‘“ﬁ‘*"ﬁ"}'”is_z(’”)

D(x=ia=+fs+‘)+”:(;:a‘=+;§)

p

Niherung fur grofie 4a:

Zr+z) e Gane’® wid e
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3 3 3 3
o orera PEa—as (PS4 ke )
(91) _'x:ai. Edun b ; Iy i —
(b et )40 (14 %)

3 33 45
4;;"*‘47?“;:?"')}

(et e (4]

3
o {3 (-

Da so gut wie immer I> S D, ist, ist Pe—"3/ya fur kleine bzw. fur grofie xa von der
Ordnung y; bzw. von der Ordavng yaxa.

B. Die Elektrophoreseformel.

Zum Schluf muB jetzt aus der Gleichung (48b) von 8,310, die wir
auch in der Form anschreiben konnen:

X
ot flra e [(LE- Y2 o,

nach Einsetzen des I aus (76) und y aus (61b) und unter Berticksichtigung

(92)

NIC

der in (87), (89) und (91) gefundenen Werte fiir die Integrationskon~

stanten C, Bund P die definutive Elektrophoreseformel errechnet werden.
Hierbei wird auf alle Terme det 1. und 2. Naherung (proportional y,
und y,% Ricksicht genommen, wahrend die Terme der 3. Ndherung
(proportional y,3) zum Teil mitgerechnet werden, namlich insoweit
sie fur einen symmetrischen Elektrolyt nicht Null werden, Also werden
Terme vernachlassigt, die proportional (z..—z)y,? und (z_—2z,)%y2
sind.

Beim Ausatbeiten der Inmtegrationen entstehen zwel (2_-—2z4)
Pe~’?y,? proportionale Terme, die einander gerade aufheben. Uberdies
ist jeder dieser beiden Terme an sich bereits proportional (z_—z,)y.?
[vgl. (91)], so daB sie vernachldssigt werden dirften. Es ergibt sich also,
daB, wenigstens in der von uns durchgerechneten Naherung, der Wert
der Koastante P keinen EinfluB8 auf die E. G. hat.

{93) bietet das Ergebnis der Berechnung des U. Zwecks deutlicher
Herausstellung des Zusammenhanges mit der Elektrophoreseformel von
Henry ist hierbei fur kTy, /¢ der Wert { substituiert, wahrend der Zu-
sammenhang zwischen y, und A aus (61b) abgeleitet ist.

Am Rande ist angegeben, aus welchen Termen des I die verschie-
denen Terme von (93) hervorgegangen sind, und auferdem, wo es sinn-
gemald war, welchen Teilen vor {10") auf S.335 die Terme von (93) ent-
sprechenn.
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(93) U DK[ + 2B |x%a? DBx%a® atat = kB3l

= B2y xa3 |16~ 48~ 96 T 96

—%L%wmmh

2B
+ (te—2) Ya i { xac”

x%a?  Huda® it x5a5 (u‘a‘ u“a‘

16 48 96

w2 T.%ad

+ (z—"_z+) Ya i3 xaaa [ 60

Tx%%  83x% 2 .
(3 — Tam )e "B (xa) —

+193x‘a‘ 17x%25  83xbat
) 1440 1440 ~ 2880

x%a® raE ’
62 192 334”’%&)‘" (xa) -+

%%a®  bHxfat  wubab N
+ (ﬁ“ joz 383 T 384) 72 B (3xa) 4

»a #a
AT E %825 %Ta?y [ B (8%)
+(.—%§—3_81)e :f dx— (5 384)""; L)

xzae

CEE:
F (@t —ayzt 2 )ya 28 {2 7R (10) =5 B (240)} x

{x2a2 Bata®  wlad | led (i%?_‘ — %%“6) e E (xa)} +

16 48 96 96

x23% 2333 3143_!

+(Z+ —Z+Z_+Z )Ya xsas{'égs_—-i“éﬁ'"}_ 643 -

_427x59.5 50x%a% = T9x%a” (151:651e T9x%at

3ra .
5760 11520 ' 3840 1" E (3xa) +

64 1280 /

wtat  Bxfad  x8a® x7a?

2xa
+(W— 5858 %6 T 576) E (2xa) ~ .

xiat  Bxba®  xBa% ka7
(‘4‘8 T4 T 788 988)“

73
#%a%  x%a®\ 3., [ B () x92%  wfafy g feTE(x)4
+("24 ess)e ,f x & (48 — e ) S Ok
@ o .

=g (2xa))

28 (x a?  x3a8  xfad #8628 838
=2 Y s T 0 5 T 90— &5
4 g4
MR G )_2"“ E(Zxa))

I=x
vollstindig

I= B
—xF
yinl.Nhg (54)
B
I = ;
yin2.Nhg.(59)

ey

I hohere
Terme
yinl.Nhg.
ov oo
or o

ey

=
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. _?.'§ x:,?f xdai #rat 'xsaa »7a? usac :
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. 1 -ia - uZal zsa;: x"a" xzaéexa Do :i e
X {120 40 9'0'" P RTY Ba)—~ -
. : ‘2,‘5-353,,5 SR L chs
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riout - DKT 1 g e R
Tertaye Gepdt |20 80 ?{0‘"‘ :
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Ovcrbcck Thconc der E!cktrophorese S '359( o t

A 2x5a5e 27x5a5 45*036 559u3a3 RE ‘ ‘ '.. G
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Anwendung der Rcihenentwmklung fut E(x) (vgl., e
echnet dann

Werden nun ‘wnter
S.838) fur die einzelnen Terme Niherangen fiir groBe %4 ers

nimmt d.le Formel (93) folgende Gestalt an: . <
'9_ s sw0

_(93) = 67:11[ + ,‘aas + 2xzaz u3a“
Coa
27x2a3 + 27::%3 )

_ 2B
, "|" (2—-“f' z+) Ya xaas( + Sua
R o9 75
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(z”" —' BE ey 3&( Bt 32xa\l - 12871;23
. + 12;i3a3;") (%—_2%_ 215212 333" )+
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N __,_ * Yax3a3 Sua Butad Txtad 4dufat’

‘ o 2B (x%a? 5xa g
fz_+z_ a2 ‘3‘232_}.29.—1— n3a3( 5 —_ E) + 1

B N N R s LT U
‘ ,._f‘sc_:s'.— )} {8:: 2 a? 16x‘a‘+ 8x535 _ 16::“&?"“} +
- ‘ r B 29" - 217 .\
(z+ —Z+Z—+Z‘)Ya (36xa 1osu2a2+ 324x3a3_ 1258wt )""
a ,2B 1 1630 20671 °
\ ,-—-(Z+ _Z‘*'Z + 2-%) Ya e (36% 27x2a= + Lk O 972u‘la‘ __

0) Der cht der Integralc

f E(x)dx'j g E(a")de h E(“) dxf__ﬂ_E(z")dxundf,__m—E(x)dz .
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_ At e+ -+ 2. o D]E_T__ 2 2.2 2B x%a?
T Y _G;nsya wa +3xa+3+;*£§(_é——ﬂ

168 1 3 57 525
—3ua+ 21 — ¥ ") } {Busas— 2 xtat + 44525 {xba® "'} +
zre4 + z—p— DET 2( 1. b - R .
+ (z+ + 2z} Gznsya 36x%%  Hixdald 3 81x%at  Blxbab "') +

Zp0+ -+ Z_p- DT 2 2B ( 1

2903 16043 j
+ (z+ +2z)e Bane ¥a© (55 )_l'

s mms
T2x%a? 27432 ' B848x%a%  108x%at 7

Hiermit haben wir unser Ziel erreicht und tatsachlich eine Formel
fur die Elektrophoresegeschwindigkeit gefunden, die den Relaxations-
eflekt berucksichtigt und bel jedem Werte des :a, d. h. der Elektrolyt-
konzentration und des Teilchenradius, angewandt werden kann.

Bei Betrachtung des Formeln (98) vnd (93") fillt es auf, daB so viele
unter den Korrekturtermen das positive Vorzeichen aufweisen, d. h.
beschleunigend auf die Elehtrophorese wirken. Hierbei darf jedoch
nicht ubersehen werden, daBl auch in 2B/x%a® Terme proportional y,
und v,* vorkommen. Wenn man die entsprechenden Terme von U (93)
und 2B/%%® (89) zusammenfaBt, ergibt sich, da8 die meisten bhier aus-
gerechneten Effekte bremsend wirken, Als Beispiel wollen wir fur
den Fall grofler xa den Korrekturterm behandeln, der proportional

(z— —=z,)y, ist. Nach (89") ist: -
28 1 5 , 30 210
g | 1 (- =2 ral g+ i) +“5“"} =

2 2
=1 (2. —2})Ya (x—a + o) + usw.
Unter Vernachlassigung der Groflen der Ordnung (z— —z)%y,? (also
mit derselben Genauigkeit, mit welcher hier die ganze Rechnung fir
asymmetrische Elektrolyte durchgefuhrt ist) kann hierfur geschrieben
werden;

28 3 3 30 210 -
o= l— (2o —1zy) Y“(___"WJ‘“;@?“;‘?'”) 4+ usw.

.
%323 xa

Eingesetet in (937) liefert dies:
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U_Dpgf, 19 B 80
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3 3 20 210 1 9 75 330
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1 2 13 40 1
+ (2-— 24} Vs (“'E + g I T BT ‘--)(5‘“

2. Nhg. v
+ (-2 12— + Tovsm— amow ) F
+ -2 Vs (8"%" 1633:12 + 85%8“161::» : ")" (zj-:—-z,g y
1.Nbg. ¥

13 51 5% _
— (o) (g g g — o) T
D3 9 75 830 9
= s"nn[ﬁ_z‘;; uPa® xPad (2= 2z4) Ya fxa

181 305
—-m-ér;-z—i-?-;x—saa...)-i—USW-]. .

An diesem Beispiel ist auch sehr deutlich zu erkennen, daB es nétig ist,”
die hoheren Terme aus der Beziehung (61b) fiir y(x) mitzurechnen.
Die 2. Naherung fitr y wird hier nimlich Veranlassung zu einer Korrektur

ATSTTE N )

die von dersetben Ordnung ist wie die anderen Korrekturterme.

Indem wir alle Terme aus (89) und (93) in dieser Weise kombinieren,
erhalten wir fir die B. G. eine Formel der folgenden Form:

—

(50} %: %’;—T[fl(za) — (2 —z1)Vafy(xa) + 232 ya2g,(¥a) -

y _ DEkT
Zigs + Z—p ya2f, (xa)].

(24 +2z-)& b=ne
Betreffs der numetischen Werte der Funktionen £(xa) und g(xa) und
der Diskussion der Formel (50) sei auf Kapitel IV verwiesen.

— (22— zy2- + 2 2)yl g, (na) —

Ubersicht der verwendeten Symbole.

a Kugelradius.
_va
A Integrationskonstante aus (61), S.335. y,= Aia L .
« Ladungsdichte auf der Kugel, 8. 209, a = 4:2_2 )
B Integrationskonstante aus (66), 5.338. Nach (89) ,?si:'s =1,

- -

O

B L Ll e i e =

. P
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¢ Elektrolythonzentration,

¢ bis ¢g Integrationshonstanten aus  den hydrodynamischen Glei-
chungen, Kapitel ITA.

C Integrationskonstante aus (71), S. 339,
_ zpz_ AeH?

Nach (8?) C= -—-;;—_—*:-;:-;a—' {. . -}.
D Dielehtrizitatskonstante der Flussigkeit.
D, Diclehtrizitatskonstante der Kugel.
D, D_ Diffusionshonstante der +- bzw, —-Ionen.
¢ Basis der naturlichen Logarithmen.
E(x) °'; 4t (60), S. 334.

t

—e iﬂdung des Elektrons,
ne Ladung der Kugel.

g Ladung cines i-Tons,

Z elektrokinetisches Potential.
fizza, £) siche 1V. Kapitel.

£y (s¢a) siche IV, Kapitel,

Konstante; (72) und (72'), 8.340. F =

- MH&
Konstante; (74), S.342. G = e+ +z-)e 2°

i DkT Ae.
G

H Konstante; (74), S. 849, H — Zer+2-e-FA
7

?

i

lpa..}.

(z4+z-)s &
Viskositatskoeffizient der Flussigkeit.

Winkel zwischen Radiusvektor und Feldrichtung. Fig. 6, S, 302.
» P
I = 2R o= — Xm (63), S- 336.

Nach (76), S.383: I =x 4+ & + ...
Zyo4 + 20— JDKT A2

] Konstante; (74), 5. 342, J = — Griise Bam -
k Boltzmannkonstante,
Lbisk, Auf die Kugel wirkende Xrafte, 5. 288—292,
1 w 1 DT
= »Dicke der Doppelschicht*, 2=V Enes
L Konstante aus {80), 5.848. L=
2 17# Gehe FuBnote 29, 8. 310.
i+eg
4 Ionenbeweglichkeit.

Overbeck, Theorte der Elektrophorese 363
m Dipolmoment.
m Verhiltnis der Leitfahigkeiten von Kugel und Flissigkeit,
S. 290,
ne Ladung der Kugel,
n, Zahl der i-Topen je cm®,
N Zahl der Solteilchen je cm?®,
¥, Zah! der i-Ionen je cm® im Ruhezustande.
Yo Zahl der i-Ionen je cm® in groflem Abstande von der Kugel,
d R 7
£ Nach (37), $.806. £ =222 9 f(jz T-5
p Druck in der Flassigkeit; siche (43), S. 308.
}
4
Py p = pl_fg,,, (-d?) dr (19), 5.808. - f
P Integrationskonstante aus (68), S.388. . T
—¥a - i
Nach (91), 8 855 PE_=—2 (2 —2,)ya.
P, pr=—22%p (24), 5. 304
£ Abstand vom Kugelmittelpunkt. Fig. 6, S. 302.
R @ = —XRcos$ (17); S.303. Nach (63), S.336 I = =R.
R, u, = R, cos &; siche 8. 307. , )
R, u, = R, sin &; siebe 8. 307, LT -
e Ladungsdichte.
O Extraladungsdichte bei Elektrophorese; g4, = ——D:‘ 2
0 Ladungsdichte im Ruhezustande; gy =—D::F.
g 0- Reibungskonstante der +- bzw. —-lonen,
s Dichte der Flussigkeit. -
AP

Nach (75), S.342. szp(glé+i)e_x+

o4, 0— Konzentrationsenderungen der +- bzw. —-Tonen bei Elektio-
phorese. (7}, . 297. ny =v, -+ oy, ’

4dxz m
I Zy=po o, (63), S. 336,

Nach (78), $.345. ¥, = 3F ...
ty, t—  Jlonentransport je cm?* und Sekunde. (5), S. 297.

-~ -

T absolute Temperatur, *

— i
i
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u Geschwindigkeit in einem Punkte der Flussigkeit; siche (43),
S. 308—3809 und (49), S. 311.

U Elektrophoresegeschwindigkeit; siche (48), S. 310, (93), S. 357,
U_ bet !
und (80), .31 g=2F 14,
w rot, u (32), S.305; siche auch (38), S. 306.
W w =220 w (34, 5. 306.
X X == %t (55) S. 332.
X Feldstirke, unter welcher die Elektrophotese stattfindet.
y = 22 (56), S 332. Nach (61), 5.385. y=25"+ .
zy, 2. Valenz der - baw. —-Tonen. -
@ Winkel zwischen der rg-Ebene und der Vertikalebene. Fig. 6,
S. 302.
Lvij Extrapotential bei Elektrophorese, S. 296. Nach (17), S. 303.
¢ =—XRcosd.
D, Extrapotential innerhalb der Kugel, S.299. Nach (81), S. 348.
@, = — XLt cos §.
. dR ¥ 1 dR R d®
p Nach (28), S.305. g = S o0 + 4s fﬂ?_“ dr.
|4 Potential in der Doppelsclncht in Ruhe, S. 296.
&
Nach (66), S. 332. =¥
¥ Potential der Kugel in Ruhe. ¥ = ¢.
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